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Probléme 1

Soient les variables de décision suivantes :
e 11 le nombre de baladeurs MP3 avec radio assemblés par semaine ;
® 25 le nombre de baladeurs MP3 sans radio assemblés par semaine.

Pierre travaille 2400 minutes par semaine et Paul 1920. On a donc les deux contraintes de
temps suivantes :
7$1 + 4$2 < 2400,

5x1 + Sz < 1920.

Sachant que ’entreprise dispose de 250 antenne par semaine, on ne peut fabriquer plus de 250
baladeurs avec radio par semaine :

Sachant que 1025 vis sont disponibles par semaine et qu’il faut placer 2 vis sur les baladeurs avec
radio et 3 sur ceux sans radio, on exprime la contrainte ainsi :

2x1 4+ 3z < 1025.
De plus, le nombre de baladeurs ne peut étre que positif :
x1,22 2 0.

Afin de maximiser la prime attribuée aux ouvriers, il faut que le plus petit nombre des types de
baladeurs assemblés soit le plus grand possible. La fonction objectif & maximiser est donc

min{zy,xa}.

En récapitulant, on obtient le programme mathématique suivant :

Maximiser z = min{zj,x9}

S.C. Tr1 + 4x9 < 2400
Sr1 + bxs < 1920
1 < 250
201 + 3xzo < 1025
I s i) Z 0

Afin de linéariser la fonction objectif, on introduit une variable ¢ telle que :
t <y,
t < w9,
t > 0.

Le programme mathématique sous forme linéaire devient alors :



Maximiser z = ¢

s.c. Tr1 + 4xo < 2400
5r1 + Sw2 < 1920
1 < 250
2r1 + 3xo < 1025
—1 + ¢t < 0
— 9 + t < 0
X1 ) T2 ) t Z 0
Probléme 2
Premiére formulation
Soit les variables de décision :
r1 = le nombre de tonnes d’abricots achetées chaque jour par 1'usine
xo = le nombre de tonnes de fraises achetées chaque jour par I'usine
Le programme linéaire a résoudre est donc
Maximiser z = 2200z; + 1075z9
S.C. gxl < 15
%xg S 10
%371 + %372 < 2
x,z2 = 0
Deuxiéme formulation
Soit les variables de décision :
x1 = la quantité de gelée d’abricots produite en tonnes
ro = la quantité de gelée de fraises produite en tonnes
Le programme linéaire a résoudre est donc :
Max 2= 1650z; + 204,
s.C. %xl < 15
Py < 10
tr1 + %332 < 2
r1 o, 2 =2 0
Troisiéme formulation
Soit les variables de décision :
x1 = tonnes de mélange traitées par la machine A
x9 = tonnes de mélange traitées par la machine B
Le programme linéaire a résoudre est donc :
Max z= 132021 4+ 860x2
S.C. T < 15
i) S 10
0227 + 0dlxy < 2
T, z2 > 0



Probléme 3

Soient les variables de décision x;; représentant le nombre de kilos de fromage provenant de la
laiterie ¢ et transportés chez le client j avec i = 1,2,3 et j =1, 2.

Le programme linéaire que doit résoudre le fromager s’énonce sous la forme du probléme de
minimisation suivant :

Minimiser z = 24$11 + 8$12 + 21$21 + 16$22 + 37$31 + 17%32

S.C. T11 + 21 + 31 = 25
r12 + + 22 + I32 = 30

r11 + T2 < 10

T2 + 99 S 20

31 + 39 S 40

11 o, T2 o, o1 To2 r31 32 = 0

Probléme 4

a) y: R R:y(x) =1— 22 est concave:
Ay(1) + (1= Ny(z2) = 1 — At — (1 — A\)z3
y(Azp + (1= N)a2) =1 - A227 — (1 — 222 — 20(1 — Nz

En soustrayant ces deux équations et en factorisant:
y(Az1 + (1 = N)z2) = Ay(@1) — (1= Ny(w2) = A1 = A)(z1 —22)* > 0

Ce dont on déduit que y est concave.

b) y: R+ R:y(x) =22 —1 est convexe:
Ay(z1) + (1= Ny(wz) = Aaf + (1 - N)ag — 1
y( Ay + (1= N)xg) = X222 + (1 — V222 + 20(1 — N)agw — 1

En soustrayant ces deux équations et en factorisant:
y(Azy + (1 = Naz) = Ay(e1) — (1= Ny(z2) = =M1 = N (21 — 22)* <0

Ce dont on déduit que y est convexe.

¢) Lafonction 2 : R? — R : z(x,y) = /22 + y? est convexe. Il suffit de remarquer que z(z,y) = ||(z,y)]|2
oi || . ||2 est la norme euclidienne sur R%, Donc, d’aprés I'inégalité triangulaire et d’aprés
I’homogéneité de la norme pour les scalaires positifs:

2(A(@1,91) + (1= A)(22,92)) < Az(21,91) + (1 — A)z(z2,92)



Probléme 5

La fonction ¢(z) est deux fois contintiment différentiable avec Vq(z) = Qx + b et V?q(z) = Q.
Afin que ¢(x) admette un minimum strict, notons-le z*, les conditions suivantes doivent étre
vérifiées :

1. Vg(z*) = 0

2. V2q(z¥) doit étre définie positive

1. Vg(x) = Qx + b = x* est unique car Qz + b = 0 admet une solution unique donnée par

x* = —Q~'b. Remarquons que Q! existe puisque @ est définie positive.

2. V2q(x) = Q est définie positive par hypothése. En particulier, V2g(2*) est définie positive.

2' } = 2 est le minimum global strict de ¢ sur R".

Probléme 6
(a) L’unique minimum de f sur R3 est :
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(b) La direction de la plus forte pente pour f en 2 est par définition :

Probléme 7
a)
fla)=0, f(b)=104 , Vf(a)=(0,0)" , Vf(b)=(396,200)"

b)
Vf(a) = 0 = a peut étre un point extreme.
Vf(b) # 0 = b ne peut pas étre un point extreme.

d=2,-1)7 = VBT -d=592>0

Ca veut dire que d est une direction de ascente pas de descente en b.

Probléme 8

(a) La fonction f est deux fois dérivable sur R?. Son gradient s’écrit :

{

Par conséquent, % = g—?]; =0« (z,y) € {(-2,0),(0,0),(2,0)}. Pour chacun de ces points, déter-

minons s’il s’agit d’'un minimum local, d'un maximum local ou d’un point qui n’est ni I'un ni
I’autre. Pour cela, nous calculons la matrice Hessienne :

z(x? — 4)
2y
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32 0
0 2

Cette matrice étant définie positive, (—2,0) est un minimum local de f.

—-16 0
0 2
Cette matrice ayant une valeur propre négative et une valeur propre positive, le point (0, 0)
correspond & un point de selle de f.

e en (—2,0), la matrice Hessienne vaut :

e en (0,0), la matrice Hessienne vaut :

e en (2,0), la matrice Hessienne vaut :

32 0
0 2
Cette matrice étant définie positive, (2,0) est un minimum local de f.
Comme f(—2,0) = f(2,0) =0 et que f est a valeurs positives, on en déduit que f atteint deux

minima globaux en (—2,0) et en (2,0).

(b) Le point (0,0) correspond & un point de selle.

Probléme 9

e Le point zg ne vérifie pas la condition nécessaire d’optimalité du premier ordre, & savoir
Vf(x) = 0. Ce point n’est donc pas un minimum local de f.

e Pour qu’une direction d = (dy, dz)” soit une direction de descente pour f en o, il faut que
la condition suivante soit vérifiée :
Vf(ﬂfo)Td <0

Cela peut s’écrire :

—di + do < 0 ou encore dy < dq

Par exemple, d = ) est une direction de descente. Cela correspond & la direction de

1
-1

la plus forte pente d = —V f(xq).
Probléme 10

La fonction f n’a aucun minimum local sur R2.
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