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Optimisation linéaire

min f(z)

SOUS contraintes
h(z)
g9(x)

IA I
oS O

e f:R"” — Rlinéaire,n >0
e h:R" — R™ linéaire, m > 0
e g:R"” — RP linéaire, p > 0

) .

. T RANSP'D E ECOLE POLYTECHMN IGLE

FEDIRALE DE LAUSAMNE

Optimisation linéaire — n. 2/141



Optimisation linéaire

min ¢! z
rxER™
Sous contraintes
Ax—b = 0,
Cxr—d < 0

e ccR" n>0
o AcR™" hecR™ m>0
o CcRP" deRP,p>0
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Optimisation linéaire

Il est toujours possible d’écrire le probleme sous la forme suivante

min ¢!z

rER™

Sous contraintes
Ax

X

AVAI
o o

e ccR" n>0
o AcR™*" hecR™ m > 0.
Probleme en forme standard
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Exemple

sSous contraintes

o Définir z; =y —y;,avecy " ,y; >0,i=1,2,3.

min 3x1 + 2x9

T1,r2,L3

2331—2133—3

L1 — L2

<

e Introduire la variable d’écart y, > 0.
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Exemple

min 3(yy — i) +2(y5 —y3")

TR TR TR TR T T

Sous contraintes

297 — 240" —yz tyyt = 3
yi =yl -ty tys = 0
yfayin?ygayénaygay%nay4 Z 0

2
2 =2 —
A 0 0 1 1 0 - 3 - 9
I -1 -1 1 0 0 1 0

0
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Optimisation linéaire
... ou la forme suivante :

min ¢ x
rER™

sous contraintes
Az < b.
e ccR" n>0
e AcR™ " beR™, m>0.
Probleme en forme canonique
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Exemple

min 3x1 + 229

21,229,153
Sous contraintes
201 —x3 < 3
—2r1+23 < -3
r1— 2o < 0
2 0 —1 3 3
A= —2 0 1 b= —3 c = 2
1 -1 0 0 0
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Fonction objectif

e Linéaire
e Gradient constant :

fla)=c'z, Vf(z)=c

e S’ll N’y avait pas de contrainte, solution triviale :

e Sic =0, tout x est solution.
e Sic+#0,le probleme n'est pas borneé.

e Analysons donc les contraintes
e d’'un point de vue algeébrique
e d’'un point de vue géomeétrique

(L

“Z TRANSP-OR

ECOLE POLYTECHMN IGLE
FEDIRALE DE LAUSAMNE

Optimisation linéaire — n. 9/141



Contraintes

Considerons le probleme en forme standard :

Ax =b,2 >0, AcR™", 2zeR", beR™.

Contraintes d’egalité :
Ax = b

Trois possibilités pour le nombre de solutions :

e Systeme non singulier : une seule solution

e Systeme incompatible : aucune solution

e Systeme sous déterminé : une infinité de solutions
Seul le dernier point est pertinent pour I'optimisation.
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Contraintes

e Objecitif : trouver la meilleure solution parmi le nombre infini de
solutions qui verifient les contraintes

e Deux types de contraintes: Ax =betx >0

e Solutions admissibles pour Ax = b : élimination des contraintes
par substitution

e Contraintes actives pour = > 0 : quelles variables doivent étre
mises a zero ?
e Interprétation géomeétrique :
e I'ensemble des contraintes forment un polytope

¢ |a solution optimale se trouve sur un sommet de ce
polytope.
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Résolution graphique

sSous contraintes

“Z TRANSP-OR

min —xi — 2o

rER2

I —|—£IL‘2
L1 — L2
L1

L2

AV AVAR VAN VAN

o O = =

.
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Résolution graphique

ZCQA

x1+ a9 =1

Y

2171—2172:1

I — I
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Résolution graphique

e Fonction objectif linéaire, donc les courbes de niveau sont des
droites

e Gradient:
flz)=c'z, Vf(z)=c
e Direction de la plus forte descente : —c.
e Toutes les “droites” de niveau sont perpendiculaires au vecteur

V(@) = = ( ;)
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Contraintes redondantes

Contraintes redondantes Soit un systéme compatible de contraintes
d’égalité linéaires Ax = b, avec A € R™*™ m < n. Sile rang de A est

déficient, c’est-a-dire rang(A)=r < m, alors il existe une matrice A e R™" de

rang plein (i.e. rang(}i) = r), composée exclusivement de lignes ¢1,...,¢, de A
telle que
Ar =b<= Az =. (1)
ou b est composée des éléments l1,...,0,.deb.
(p. 63)

Autrement dit, si le rang de A est r, on peut éliminer m — r
contraintes sans modifier la nature du probleme.
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Contraintes redondantes

Soient les contraintes

r1 + To + ry = 1
r1 —To+xg = 1
r1 — 0Ty —2x3+3x4 = 1
c’est-a-dire
1 1 1 0 1
A= 1 -1 0 1 b= 1
1 -5 =2 3 1

Rang A=2 car, si /; est la lignhe 1,
(3 = =201 + 39

et la ¢€rniere contrainte peut étre éliminée.
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Elimination des contraintes par substitution

Exemple :
minxy + xs + x3 + x4

Sous contraintes

r1 +x9 Fx3 = 1
I —To Fx4 = 1
L1,T2,X3,T4 > 0

Récrivons les contraintes d’égalité:

r3 = 1—1'1—562

Ty = 1—x1+ x9.
pour obtenir

mina:l—l—azg—l—(l—xl—:1:2)—|—1—:1:1—|—x2:—xl—l—xg—l—Z

E® T1,T9,T3,Ls >0 _.ﬂ]ﬂ.
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Elimination des contraintes par substitution

Généralisons pour
Ar=b (AeR™" m<n,x € R" be R™ rang(A) = m)

e Choisissons m colonnes linéairement indépendantes de A
e Permutons les colonnes pour les placer a gauche.

AP = (B N)

e P c R™ ™ est une matrice de permutation (telle que
PPT =)

e B c R™*™ contient les m colonnes choisies, et est donc
inversible

e N € Rmx(n=m) contient les autres colonnes
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Elimination des contraintes par substitution

e Permutons le vecteur z, et appelons x g les m premieres
composantes, et x les autres.

e Récrivons les contraintes :

LB
LN

Az = AP(P'z) = (B N) ( ) = Bxp + Ny =b

e On peut maintenant écrire g en fonction de z

rp — B_l(b—NZUN).
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Elimination des contraintes par substitution

Reprenons 'exemple :

A_<1 11 0) b_<1>.
1 -1 0 1 1

Eliminons x5 et x,. Permutons les colonnes pour placer les
colonnes 3 et 4 au début :

[0 0 1 0)
s | 0001
1 0 0 0
\0 10 0
+ P
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Elimination des contraintes par substitution

1 1
n_ 1 0 N — 1 1
1 -1 0 1 1 -1
et

xB=<i3> — B '(b— Nzn)
B 1 0 1 1 1 71
B 0 1 1) 1 -1 o
1—5131—5132
1—£Cl—|—£CQ

£ — ICH

“Z TRANSP-OR fcore rouyTic
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Point de vue algébrique : résumé

e Systeme d’équations Ax = b sous-déterminé : m <n

e Possibilité d’ignorer les contraintes redondantes : A de rang
plein

e Elimination des contraintes par substitution
e Note : ne pas oublier les contraintes = > 0

e Question : quelles contraintes d’'inégalité sont actives a la
solution

= TRANSP-OR — I
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Polytope

Analysons les contraintes d’'un point de vue géometrique

Polytope
Un polytope est un ensemble de points de R™ délimité par des hyperplans,
c’est-a-dire
{x e R"|Az < b},

avec A € R™*™ et b € R™. Il s’agit de la généralisation a R™ pour n > 4
de la notion de polygone dans R? et de polyédre dans R?.
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Polytope

Polytope en forme standard
Un polytope en forme standard est un polytope défini de la maniere suivante

{x e R"|Ax =b, x > 0},

avec A € R™M*X" ot h € R™,

Pour I'optimisation, les sommets du polytope sont importants

I . (|
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Polytope

Sommet
Soit P un polytope. Un vecteur € P est un sommet de P s'il est impossible
de trouver deux vecteurs y et z dans P, différents de x tels que x soit com-
binaison convexe de y et z, c’est-a-dire tels qu'il existe un réel 0 < A < 1 tel
que
r=Ay+ (1—-X)z.

“# TRANSP-OR
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Polytope : identification des sommets

e Soit un polytope en forme standard

e Pour identifier un de ses sommets, appliquer la procédure
suivante :
1. Choisir m variables a éliminer.

2. ldentifier la matrice B rassemblant les colonnes de A
correspondantes.

3. Poser zny =0,
4. Danscecas,zp = B !1(b— Nzy) s'écritzg = B~ 1b. Si

xg > 0, alors
xN ORn—m

est un sommet du polytope. (p. 91)
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Polytope : solution de base

Solution de base
Soit P = {x € R"|Ax = b,x > 0} un polytope en forme standard, avec
AeR™"etbe R™etn > m. Unvecteur x € R™ tel que Ax = b est
appelé solution de base de P s'il existe des indices j1, ..., J, tels que

1. lamatrice B = (A;, --- A, ) composée des colonnes ji, ..., j, de
la matrice A est non singuliére et

2. 2; =085 % j1,. ., jm

Si de plus B~1b > 0, le vecteur x est appelé solution de base admissible.

e Lesvariables ji,...,j, S'appellent les variables en base
e Les autres s’appellent les variables hors-base

E (L
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Polytope : solution de base

Equivalence entre sommets et solutions de base admissible
Soit P = {x € R"|Axz = b, x > 0} un polytope. Le point z* € P est un
sommet de P si et seulement s'il est une solution de base admissible.

(p. 98)
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Exemple 1

P:{QI}ER3|ZC1+ZC2+$3 :1,$1,$2,3}3 ZO}

A

S9 = (O, 1, O)

=
==

= (1,0,0)

S3 — (0, O, 1)

(P
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Exemple 1

’P:{xER3|$1 +xo+2x3 = 1,21, 792,23 ZO}

A=(111),b=1, m=1, n=3.

e Choix de lacolonneenbase: j=1

o B=1

e 11 =B"'%=1>0

e Variables hors-base : 7o =23 =24 =0
e Solution de base admissible:

J: .
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Exemple 2

P:{x€R2|O§az1§a,O§az2§7}

A

sa=1(0,7) ¢ ¢ 51 =(a,7)

83:(0,0) ® ®

—Y

so = (a, 0)

I
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Exemple 2

P={zcR*0< 2 <0<z, <7}

Forme standard :

P:{:CERZL‘:IH +x3 =Q, T2+ Ty =7Y,T1,T2,T3, T4 ZO}

A= Lo 0 , b= “ ., n=4m =2
0 1 0 1 vy

e Variablesenbase: 1,2
e Matrice de base:

.

“Z TRANSP-OR
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Exemple 2

e Variables en base :

(3)0 (1))

e Variables hors-base : 23 =z, =0
e Solution de base admissible :

()

\ 0/

e Cela correspond a s;

J: . (|
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Exemple 2

e Variables en base: 2, 3

R B - T
I3 1 0

e Variables hors-base: 21 =2, =0

e Solution de base admissible :

e Cela correspond a sy4

“Z TRANSP-OR
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84
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Exemple 2

Possibilités d’étre en base :

Ici, n = 4, m = 2, donc 6 possibilités :
e let2: s
e 1 et3: dépendance linéaire
o letd: s,
e 2et3: sy
e 2 et4: dépendance linéaire
e 3et4d: s;3

J: . (|
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Exemple 3

(11 2 1.0 0 0) (8\

A 01 6 01 00 - 12 e
1 00 0 01 0| 4 |’ ’
\01 00()01) \6)

e Variablesenbase: 4,5,6,7
e Matrice de base:

(10 oo\
Bl | 0100
00 1 0
\0 00 1)

) — I
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Exemple 3

e Variables en base :

[L‘B: :B_lb:

\ @7/ \ 6/

e Variables hors-base : 1 = 2o = 23 = 0.

e Solution de base admissible :

co O O O

J: ! — ICH
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Exemple 3 : autre base

(1121000\ (8\

A 01 6 01 0 0 - 12 e
1 000 0 1 0| 4 |’ ’
\0100001) \6)

e Variablesenbase: 3,5,6,7
e Matrice de base:

(2000\ [ 5 00 0)
o6 100 | 3100
00 10 00 10
\0 00 1) \ 000 1)

k — ICH
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Exemple 3 : autre base

e Variables en base :

() (0

rp = ol =gy =
L6 4
\ o1 ) \ 6

e Variables hors-base : 1 = 29 = 24 = 0.

e Solution de base non admissible, car x5 = —12 2 0 :

[0
0
4
T = 0
—12

E ! — ICH

“Z TRANSP-OR \ 6 ) fcore rouyTic

LIFL'.

Optimisation lin n. 40/141



Solution de base dégeneéree

Solution de base dégénérée
Soit P = {x € R"|Ax = b,x > 0} un polytope en forme standard, avec
A€ R " eth € R™ etn > m. Une solution de base € R"™ est dite

degénéree si plus de n contraintes sont actives en x, c’est-a-dire si plus de
n — m composantes de x sont nulles.

e Dans ce cas, au moins une variable en base est nulle
e Plusieurs bases peuvent correspondre a la méme solution
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Exemple 3 : base dégénérée 1

(1121000\ (8\

A 01 6 01 0 0 - 12 e
1 000 0 1 0| 4 |’ ’
\0100001) \6)

e Variablesenbase: 1,2, 3,7
e Matrice de base:

(1120\ (o 0 10\
s_| 0160 s -1 -2 0
1 0 0 0 -+ 30
\0 10 1) \ -3 31
£ _l(I’ﬂI

“Z TRANSP-OR FESTAALE D
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Exemple 3 : base dégénérée 1

e Variables en base :

[ [ 4)

xB: x2 :B_lb:

) 6

e Variables hors-base : 24 = 25 = 24 = 0.

e Solution de base dégeénérée, car x5 = 0 est en base :

(4

“Z TRANSP-OR \

} _!ﬂ;ﬂ-

Optimisation lin n. 43/141

8
I
NN R N N e N



Exemple 3 : base déegénérée 2

(1121000\ (8\

A 01 6 01 0 0 - 12 e
1 000 0 1 0| 4 |’ ’
\0100001) \6)

e Variablesenbase: 1, 3,5,7
e Matrice de base:

(120 0) [0 0 1 0)
s_| 06 1T O] 20 -2 0
100 0 -3 1 30
\0 00 1) \ 00 0 1)

k — ICH
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Exemple 3 : base déegénérée 2

e Variables en base :

[ [ 4)

xB: x3 :B_lb:

) 6

e Variables hors-base : 2o = 24 = 24 = 0.

e Solution de base dégénérée, car x5 = 0 est en base :

(4

“Z TRANSP-OR \

} _!ﬂ;ﬂ-

Optimisation lin n. 45/141

8
I
NN R N N e N



ldees algorithmiques

e La solution du probleme d’optimisation se trouve sur un
sommet du polytope

e Une solution de base admissible correspond a un sommet

e Une solution de base admissible est obtenue en choisissant
guelles variables sont en bases

e Proposition d’algorithme :
1. Enumérer les solutions de base admissible
2. Pour chacune d’elle, calculer la fonction objectif ¢! «
3. Identifier celle qui correspond a la plus petite valeur

e Nécessite de considérer

sibilites. )
“Z TRANSP-OR _!m-(a!wfic!f!m
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ldees algorithmiques

e Ce nombre explose exponentiellement avec n et m

e Supposons gu’il faille 1/100ieme de seconde pour évaluer une
solution

e Sin =40etm = 20, il faudra 44 ans pour trouver la solution

e Sin =60 etm = 30, il faudra 37.4 millions d’années pour
trouver la solution

e Sin =80 etm =40, il faudra 341 milliards de siecles pour
trouver la solution

Autre idée : algorithme itéeratif
e Déemarrer d'un sommet

e l|dentifier une direction
e admissible
e de descente

o lculer un pas qui mene a un autre sommet. )
“# TRANSP-OR _!(Lﬂ-.u
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Direction admissible

Direction admissible
Soit le probleme général d’optimisation

min f(z)
SOus contraintes

h(x) = 0,

glz) < 0,

et soit un point x € R™ admissible. Une direction d sera dite admissible en x
s'il existe n > 0 tel que x + ad soit admissible pour tout 0 < a < 7.

I . (|
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Direction admissible

- ICPH
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Direction admissible

e Soit z € R™ qui vérifie
Axr =b, x> 0.

e Soit une direction d € R™.
e Considérons z + ad, avec 0 < o« < ¢
e Condition nécessaire pour d admissible :

Alx +ad) = Ax + cAd = b
e Comme Ax = b, la condition s’écrit
Ad = 0.

e |l faut encore verifier que = + ad > 0.

J: . (|
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Direction admissible

e Soit une solution de base admissible :

B~

=(2)=("

e Considerons une direction d € R™ décomposée de la méme

maniere :

e La condition Ad = 0 s’écrit
Bdg + Ndy =0

et donc
dp = —B_lNClN

“Z TRANSP-OR
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Direction admissible

e Le choix d'une direction admissible se ramene au choix de dy
e Choisissons une variable hors-base j
e Définissons :

dy = | 1<4—jieme position

E (L

. T RANSP'D E ECOLE POLYTECHMN IGLE

FEDIRALE DE LAUSAMNE

Obptimisation linéaire — n. 52/141



Direction admissible

e La partie en base s’écrit
dp = —B_lNdN = —B_lAk.

ou A, = Ndy estla kieme colonne de la matrice V.
e A, estlacolonne de A correspondant a la variable hors-base k.
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Direction admissible

e |l faut aussi garantir que = + ad > 0.

e Variables hors-base :
e (1), était nulle et devient positive : () + a(dy)r = a >0
e (1);,1+# krestenta zero: (z); + a(dg); = (xz); >0

e Variables de base :

e Six est non dégenéree, les variables de base sont
strictement positives. Donc, il existe n > 0 tel que
rg+adg > 0,0 < a<n.

e Six estdégénérée, il n'y a pas de garantie que la
direction de base soit admissible.

E (L
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Direction de base

Soit P = {x € R"|Az = b,x > 0} un polytope en forme standard,
avec A e R"™*" etb e R™ etn > m etz € R™ une solution de base
admissible de P. Une direction d est appelée keme direction de
base en x si k£ est I'indice d’une variable hors base, et

d, = P B,
dy,

ou P est la matrice de permutation correspondant a la solution de
base z, dg, = —B~ 1A, et dy, esttel que

PTGk = U y
dn,

c’est-a-dire que tous les élements de dy, sont nuls, sauf celui
correggondant a la variable k£ qui vaut 1. _.ﬂ]ﬂ.

. T RANSP'D E ECOLE POLYTECHMN IGLE

FEDIRALE DE LAUSAMNE

Obptimisation linéaire — n. 55/141



Exemple

75—{< 1 )$1—|—$2<1,$1—$2<1,$1>O,$2>O}
)

Forme standard :

( /le\ )
P=<Kx= 2 | Ax =b,2 >0

X3
R, ,

~~

avec

) .
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Exemple
e Variables en base: 2 et 4

e Variables hors-base : 1 et 3
e Solution de base admissible :

1 1 1 1
B = ! B~ = ! xp =B b= T =
-1 1 1 1 2 0

= TRANSP-OR — I
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Exemple

L2
r1+x2 < 1
1 — T2 S 1
g +ay =1 =0
I Ty = 2 Z 0
I, .

L1

5131—5132:1

T )
$iemstlon MH
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Exemple

e Direction de base correspondant a

()= )
e (1)0)-(2) (2

En rassemblant les deux parties :

[ N Yy )
=2 o) L) leiw)
: o _.(I’ﬂ.

“Z TRANSP-OR FESTAALE D
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Exemple

L2
r1+x2 < 1
1 — T2 S 1
}.\d ry > 0
M Tr1 + To = 1 2y > 0
v -

L1

5131—5132:1

T )
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Exemple

e Variablesenbase: 1let?2
e Variables hors-base : 3 et 4
e Solution de base admissible :

(34

N DN

J: . (|
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Exemple

L2
rT1t+x0 < 1
T — T < 1
ry > 0
r1+x9 =1 > 0

Y

5131—5132:1

T )
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Exemple

e Direction de base correspondant a xs

1\ [ ()3
“‘(0)‘(@%)
dp = —B_lAg = — <

En rassemblant les deux parties :

N N

= ARG
uy o) L) UG

£ — ICH
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Exemple

e La solution

(1—a/2\

—a/2
r+ ad = of
Q

\ o

n’est admissible pour aucun a > 0.

e La direction de base n’est pas admissible.
e La solution de base admissible est dégenéree.

J: . (|
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Exemple

L2
rT1t+x0 < 1
r1—xo < 1
ry > 0
r1+x9 =1 > 0

Y

5131—5132:1

T )
$iemstlon MH
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Direction de descente

o Soitx = ( B ) une solution de base admissible
TN

e Soitd; = ( ;ZB ) la direction de base admissible
N

correspondant a la variable hors-base j
e Quelle est la pente de la fonction en = dans la direction d; ?
Vf(x)'d; =c'd; = cpdp + cndy = —cg B A, + ¢

e Cette quantite est appelée colt réduit

_ T pn—1 -
cj=c;—cgB A;, j=1,...,n.

J: . (|
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Direction de descente

e Sile colt réduit ¢; est négatif, alors la jieme direction de base
est une direction de descente.

e Sitous les codts réduits sont positifs, il n’existe pas de direction
de descente, et = est la solution optimale du probleme.

e Conditions d’optimalité

I (L

. T RANSP'D E ECOLE POLYTECHMN IGLE

FEDIRALE DE LAUSAMNE

Obptimisation linéaire — n. 67/141



Conditions d’optimalité

Conditions nécessaires Soit un probléme d’optimisation linéaire, et * une
solution de base non dégénérée du polytope des contraintes. Si ™ est solution
optimale du probléme, alors ¢ > 0.

(p. 180)

Conditions suffisantes  Soit un probléme d’optimisation linéaire, et x* une
solution de base admissible du polytope des contraintes. Si ¢ > 0, alors =™ est
optimal.

(p. 181)

I . (|
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Algorithme du simplexe

ldée :
e Partir d'une solution de base admissible.

e Sitous les codts réduits sont positifs ou nuls, on a trouveé la
solution.

e Sinon, choisir une direction de base correspondant a un cott
reduit négatif (direction de descente).

e Avancer le long de cette direction (calcul du pas) pour atteindre
un autre sommet.

J: (L
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Calcul du pas

e Soit 2 une solution de base admissible

e Soit d; une direction de base correspondant a un cout reduit
négatif (direction de descente).

e Avancer d’'un pas « le plus grand possible tel que
xt =x+ ad; >0
e Exemple:

N

T =z+ad= + — >0sSla<l.

) L) Lo

e Choisira=1

I (L
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Calcul du pas

(0
rT =x+4ad= !

2

(0

=y

(o)

1l —«

(1)

0

\ 2—02a )

o

e Forcement, une variable en base va prendre la valeur 0.

e Cette variable sort de la base en = ™.

e La variable hors-base correspondant a la direction de base

prend sa place.

e Une itération correspond donc a un echange de variables dans

la base.

“Z TRANSP-OR

(L
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Calcul du pas

Y

L1

2131—5132:1

T )
$irase.ox MH
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Calcul du pas

x+60d>0

e Seules les composantes k telles que (d)x < 0 risquent de poser
probleme.

e Celles-ci correspondent forcement a des variables en base.
e S’il n'y en a pas, le probleme est non borné.
e Calculer pour chacune d’elles la distance a la contrainte :

e et choisir la plus petite valeur

ez{ —{ay Si(d)i <0

+00 sinon.

I (L
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Algorithme du simplexe

Objectif
Trouver le minimum global d’un probleme linéaire en forme
standard
min ¢!
reR”
sSous contraintes
Ar=bx > 0.

Entr ées

e La matrice A € R™*x":
e Le vecteur b € R™;
e Le vecteur de colt c € R™.

o JV=(59,...,5%) I'ensemble des indices des variables de
base correspondant a une solution de base admissible.

I (L
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Algorithme du simplexe

Sorties
e Un indicateur booléen U identifiant un probleme non borné;

e SiU estfaux, J* = (jf,...,5 ) 'ensemble des indices des

variables de base correspondant a une solution de base
admissible optimale, en cas d’existence de celle-ci.

Initialisation
k = 0.

L N ]
=2 TRANSP-OR —c.-(lwﬂ-.u
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Algorithme du simplexe

ltérations
1. Soit B = (Aj,...,A;. ) la matrice formee par les colonnes
de A correspondant aux indices de Jy.

2. Identifier l'indice j ¢ J* le plus petit (régle de Bland) tel que
le colt réduit associé

~ e C— T _1 .
c; =c; —cgB A,

soit strictement négatif (A; est la jeme colonne de A). S'l

n'en existe pas, la solution courante est optimale. J* = J*,
U=FAUX. STOP.

3. Soit P la matrice de permutation telle que
AP = (B|N).

I (L
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Algorithme du simplexe

Itérations (suite)

4. Calculer

J: .
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Algorithme du simplexe

Itérations (suite)

5. Calculer la jieme direction de base

dg,
dy;

avec dg, = —B~1'Aj, et dy, est tel que

PTej — ( di] ) : (2)

c’est-a-dire que tous les éléements de dy, sont nuls, sauf
celui correspondant a la variable j qui vaut 1.

E . (|
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Algorithme du simplexe

Itérations (suite)

6.

Pour chaque indice, calculer la distance a la contrainte
x; > 0, c’est-a-dire

L @ sidi<o
' +00 sinon.

(3)

. Soit / le plus petit indice (regle de Bland) tel que

Ap = Mmin ;.

1

. Si \y = +00, le probleme est non borne, et aucune solution

n'existe. U=VRAI. STOP.
L'indice j integre la base, et l'indice ¢ la quitte, i.e.
JL = JFU N k=K + 1.

E (L
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Tableau du simplexe

L'algorithme exige des calculs importants en algebre linéaire,
impliquant la matrice B~ :

e Pas 2: le calcul des colts réduits ¢! — cL B~ 1 A;
o Pas 4: le calcul de I'itéré courant B~1b;
e Pas 5: le calcul de la direction —B~ 1 A;.
ldée :
e regrouper toutes les quantités importantes dans un tableau,
e utiliser le tableau pour effectuer les calculs lors d’'une itération,
e Mmettre a jour le tableau pour qu’il garde ses propriétes.

I (L
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Tableau du simplexe

Soit un probléme linéaire en forme standard min ¢’ z sous
contraintes Az = b, x > 0, et soit une matrice de base B
correspondant a une solution de base admissible z. Le tableau

B~ 1A B~ 1p
T—CBB 1A —CBB 1y

est appelé le tableau du simplexe correspondant a cette solution de
base admissible. D’une maniere plus détaillée, nous avons

| |
L4, B7'A, | @)
| | Ljm
cr e cn, | —clk
ou c; €5t le colt réduit de la variable +. _ .ﬂ]ﬂ.

T RANSF'D E ECOLE POLYTECHMN IGLE

FEDIRALE DE LAUSAMNE

Obptimisation linéaire — n. 81/141



Tableau du simplexe

Exemple :

vy
|
N
Lo
— O
N~
=
s
|
N
N
o =
—_ =
= O
N~

s — ICH

=2 TRANSP-OR oo
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Tableau du simplexe

X1 X2 X3 L4

1 1 1 0 1 To

2 0 1 1 2 T4

1 0 2 9 2 —cl'y

KVariables en base

e Colonne partie gauche = variable du probleme.
e Colonnes des variables en base forment la matrice identité.
e Ligne partie supérieure = variable en base.

e Derniere colonne, partie supérieure : valeur des variables en
base.

e Les autres variables sont toujours nulles.

J: (G
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Tableau du simplexe

I o I3 Iy

1 1 1 0 1 To

2 0 1 1 2 T4

1 0) 2 0 2 —cl'z

KVariables en base

e Dernier element de la derniere colonne : fonction objectif,
changée de signe .

—cl'e = —chap — chan = —c5B b —0.

) (L
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Tableau du simplexe

e Les quantitées nécessaires a I'algorithme sont lues directement
dans le tableau

e Appliquons une itération de l'algorithme en utilisant le tableau.

E . (|
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Exemple

s

|
N DN =
N~ N
=N DN
S O =

Variables en base: 4,5, 6
B=B1l=1,

Le tableau se simplifie.

“Z TRANSP-OR

o = O
= O O
-y
|

[

\

—10 \

—12
—12

0

. (|
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BA Bh devient A0
cl —ch_lA —c%B‘lb ¢ 0
X1 X2 X3 L4 L5 L6
1 2 2 1 0 0 20
2 1 2 0 1 0 20
2 2 1 0 0 1 20
-10 -12 -12 0 0 0 0

“Z TRANSP-OR

(L
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Exemple

Choix de la variable hors-base a introduire dans la base : codlts
réeduits negatifs

1 ) xrs3 iy L5 L6

1 2 2 1 0 0 20
2 1 2 0 1 0 20
AN A A0 0 120
(-10) (-12) (-12) 0 0 0 0

N

e Regle de Bland : prendre celui le plus a gauche : variable 1

_ ICPH
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Exemple

Direction de base : dg = —B~'A;

X1 o xrs X4 L5 L6
1 2 2 1 0 0 20
1 2 0 1 0 20
2 1 0 0 1 20
-10 -12 -12 0 0 0 0
[ 1)
0
dp = —2 d = o
—2
—2
\ -2/
& (Gl
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Exemple

Pas maximum : —z;/d; = z;/(—d;)

1 o xrs X4 x5 L6

N 7~ N\

1) 2 2 1 0 0 %? Ay = 20
2 1 2 0 1 0
2 2 1 0 0 1 20

10 <12 -12 0 0 0 0

) (G
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Exemple

Pas maximum : —z;/d; = z;/(—d;)

1 o xrs X4 x5 L6
1 2 2 1 0 0 0 Ay =20
2 1 2 0 1 0 @ s = 10
2 2 1 0 0 1 10
-10 -12 -12 0 0 0 0

) (G
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Exemple

Pas maximum : —z;/d; = z;/(—d;)

1 o xrs X4 x5 L6
1 2 2 1 0 0 20 | A\, =20
2 1 2 0 1 0 \s =10
() 2 1 0 0 1 | (20) | As=10
-10 12 12 0 0 0 0
® o )
2 TRANSP-OR —c.-ﬂwﬂ-.u

FEDIRALE DE LAUSAMNE
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1 o xrs X4 L5 L6

1 2 2 1 0) 0 20
2 1 2 0 1 0

2 2 1 0 0 1

-10 -12 -12 0 0 0

e Valeur minimale : 10
e Aftteinte pour x5 et x.
e Regle de Bland : choisir le plus petit indice

e Ainsi, lors de cette itération :
e 1, rentre dans la base
e I: en sort

e Variables en base : 1,4,6.

)\4:20

o (?r_nment construire le tableau pour cette nouvelle base ? _.ﬂlﬂ.

“# TRANSP-OR
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Changement de base

Vocabulaire :

e Colonne du pivot : colonne correspondant a la variable
hors-base qui va rentrer dans la base

e Ligne du pivot : ligne correspondant a la variable en base qui
va sortir de la base

e Pivot : élément du tableau sur la ligne et la colonne du pivot.

= TRANSP-OR — I
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Changement de base

e Soit la matrice de base B au début de l'itération

e Lors de l'itération, la variable j entre dans la base, et la variable
k en sort.

e La nouvelle matrice de base B est identique a B, sauf pour la
colonne k qui est remplacée par la colonne j.

e Le tableau au début de I'itération implique B~.
e Le tableau a la fin début de l'itération implique B~1.

e Question : quelles transformations faut il appliquer a B~! pour
obtenir B~ ?

e Définir une matrice Q € R™*™ telle que

QB ! =B"! ouencore QB !B =1.

e Quelles transformations faut il appliquer & B~' B pour obtenir la

.Erice identité ? )
S ranse.or — I

FEDIRALE DE LAUSAMNE
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Changement de base

B~1B est déja “presque” la matrice identité

( 1 0 U1 0\
0 1 U9 0
BB = ,
Uy
\ 0 0 o 1)

avec u = —d; = B~ A;.

E — ICH

“Z TRANSP-OR fcore rouyTic

LIFL'.
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Operations élementaires de ligne

Operation élémentaire de ligne

Soit une matrice A. Une opération élémentaire de ligne sur A consiste a
multiplier par une constante 3 une ligne j de A, et I'ajouter a la ligne ¢

a; = a; —|—5&j.

Cette opération revient a pré-multiplier A par la matrice ()i, qui est la matrice
identité (dimension ligne de A) dont I'élément (i, j) est remplacé par 3.

Exempleaveci=2,j=1,8=4. A= (Q;;A, avec

1 2 1 2 1 0 0
A= 3 4 |, A= 7 12 |, Qu=1| 4 1 0
5 6 5 6 0 0 1

J: (L
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Changement de base

/10
0 1

Lo o

U1 0\

U9 0

Uy

w1

e Pour toute ligne i #£ ¢, on ajoute la ligne ¢ multipliée par —u; /u,

a la ieme ligne.

e Noter que u, = —(d;), est non nul.

e Laligne ¢ est divisée par uy.

“Z TRANSP-OR

. (|

ECOLE POLYTECHMN IGLE
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Changement de base: exemple

1 0 O
e Ancienne base: B = 0 1 0
0O 0 1
1 1 0
e Nouvellebase: B=| 0 2 0
0 2 1
1 wuy O 1 1 0
e B 1B = 0O uy O = 0 2 0
& A

. T RANSF'D E ECOLE POLYTECHMN IGLE
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Changement de base: exemple

1 u; O 1 1
B 'B=10 w 0 |=] 0 2
OU31 0 2

_ O O

Pour toute ligne i = ¢, on ajoute la ligne ¢ multipliee par —u; /u, a la
ieme ligne.

1 —5 0
Oi:1:—ul/u€:—1/2:Q1: 0 1 0
0 0 1

1 0 O

oi:3:—u3/u£:—2/2:—1:Q3: 0 1 0

0 —1 1

LN ]
“Z TRANSP-OR _.(lﬂ.

ECOLE POLYTECHMN IGLE
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Changement de base: exemple

1 u O 1 1 0
B!'B=10 w 0 |=|0 20
0 ug 1 0 2 1
1 -5 0 1 1 0 1 0 0
(B 'B=]10 10 02 0 1\|=]020
0 0 1 0 2 1 0 2 1
1 0 0 1 0 0 1 00
QsQ1B™'B=] 0 1 020 1|=]020
0 —1 1 0 2 1 0 0 1

= TRANSP-OR — I
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Changement de base: exemple

Q3Q:1B™'B =

La ligne ¢ est divisée par u,.

Qv =

1
QeQsQ: B 'B=| 0
0

O NI= O
_ o O

“Z TRANSP-OR

1
0
0

O NIk O

o O =

o O =

_ O O

S NN O

S N O

o O =
S = O

_ O O

. (|
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Changement de base

Dans le tableau :
e considérer la colonne du pivot,
e apres l'itération, elle correspondra a une variable en base,
e elle doit donc étre transformée en une colonne de la matrice
identité.
e On applique donc les opérations élémentaires de ligne pour
obtenir cela.

) (L
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Pivotage du tableau

1 o xrs X4 x5 L6

0 1.5 1 1 -0.5 0 10

1 0.5 1 0 0.5 0 10
r=l o (1 -1 o 1 1 0

0 -7 -2 (T) 5 0 100

\ Variables en base/

1 o xr3 T4 Ty L6

0 0 2.5 1 1 -1.5 10
) 1 0 1.5 0 1 -0.5 10
= 0 1 -1 0 -1 1 0

0 0 . 0 - 7 100

]
&Variables en base

“# TRANSP-OR

L4

X1

_ P

ECOLE POLYTECHMN IGLE
FEDIRALE DE LAUSAMNE

Onptimisation linéaire — n. 104/141



Pivotage du tableau

Objectif

Mettre a jour le tableau du simplexe lors d’'une itération de la
méthode du simplexe.

Entr ées

Sortie

Le tableau du simplexe T’

L'indice /¢ de la ligne du pivot, c’est-a-dire la ligne
correspondant a la variable en base qui va en sortir;
L'indice j de la colonne du pivot, c’est-a-dire la colonne

correspondant a la variable hors base qui va integrer la
base.

Le tableau du simplexe T correspondant a la nouvelle base.

Initialisation

p:

T, j). Sip=0,STOP. Impossible de pivoter.

= TRANSP-OR — I

ECOLE POLYTECHMN IGLE
FEDIRALE DE LAUSAMNE

Onptimisation linéaire — n. 105/141



Pivotage du tableau

Itérations
Pourtout:=1,...,m+1, i #/,

—
TG k) = TG E) — 2Dy k=1 ot
p
Ensuite
T
T, k)= (LE) k=1,...,n+1
p

E .
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Algorithme du simplexe

Objectif
Trouver le minimum global d’un probleme linéaire en forme
standard.

Entr ée

Ty, le tableau du simplexe correspondant a une solution de
base admissible.

Sorties

e Un indicateur booléen U identifiant un probleme non borné;

e Si U estfaux, 7™, le tableau du simplexe correspondant a
une solution de base admissible optimale.

Initialisation
k = 0.
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Algorithme du simplexe

ltérations

1. Examiner les codts réduits dans la derniere ligne de 7.
S’ils sont tous positifs, alors le tableau est optimal. T = Ty,
U=FAUX. STOP.

2. Soit j I'indice de la colonne correspondant au coUt réduit
négatif le plus a gauche dans le tableau.

3. Pour chaque ¢, calculer la distance a la contrainte z; > 0,
c’'est-a-dire

v _ ] Tn+1)/TG65) SiT(,j5) >0
B R sinon.

) (L
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Algorithme du simplexe

Itérations (suite)

4. Soit /¢ le plus petit indice tel que

A = Mmin \;.
(]

5. Si A\, = +00, le probleme est non borné, et aucune solution
n'existe. U=VRAI. STOP.

6. Lindice j integre la base, et lI'indice ¢ la quitte. Appliquer le
pivotage au tableau T}, pour obtenir Ty, 1. kK =k + 1.
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1 xTo xrs X4 L5 L6

1 2 2 1 0 0 20 Ay =20
) 1 2 0 1 0 20 | As=10
2 2 1 0 0 1 20 X¢ = 10
-10 -12 -12 0 0 0 0

X1 X2 X3 L4 X5 L6

0 1.5 1 1 -0.5 0 10

1 0.5 1 0 0.5 0 10

0 1 -1 0 -1 1 0

0 -/ -2 0 5 0 100

& (Gl
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1 To 3 T4 x5 6
0 15 1 1 05 0 | 10
1 05 1 0 05 0 | 10
o (®» 1 o a1 1 0
0o <7 =2 0 5 0 | 100
1 o 3 T4 x5 6

0 o0 25 1 1 15 | 10
1 0 15 0 1 -05 | 10
0 1 1 0 1 1 | 0
o o0 9 0 -2 7 | 100

“# TRANSP-OR
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)\1 =20
)\6 =0
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X1 Xo T3 T4 Is L6
N\

0 0 @ 1 1 -1.5 10 | A\ =4
1 0 . 0 1 -0.5 10 A = 20/3
0) 1 -1 0 -1 1 0) Ao = 400
0 0 -9 0 -2 7 100
L1 L2 L3 L4 L5 L6
0) 0) 1 0.4 0.4 -0.6 4 3
1 0 0 -0.6 0.4 0.4 4 1
0 1 0 0.4 -0.6 0.4 4 9
0) 0) 0 3.6 1.6 1.6 136

Solution optimale : z* = (4,4,4,0,0,0)%, ¢l'z* = —136.

= (-
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Notes

e Bases degeénerées : risque de cycler

e Regle de Bland : garantie de ne jamais cycler, méme avec des
bases dégenérées.
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Tableau initial

Comment identifier le tableau initial ?
e Cas simple : probleme en forme canonique, avec b > 0.
e Cas difficile : probleme général en forme standard.

J: . (|
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Tableau initial

Soit le probleme en forme canonique

min ¢!
sSous contrainte
Ar < b
xr > 0
avec b > 0.
ldée :

e On introduit les variables d’écart pour obtenir la forme standard.
e On inclut les variables d’écart dans la base initiale.

e La matrice de base associée est la matrice identite.

e La formulation du tableau se simplifie.

I (L
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Tableau initial

A B devient Alb
cT—ch_lA —c%B‘lb ct |0

~

Attention : admissible si et seulement sib > 0

e |l s’agit de la technique utilisée lors de I'exemple précedent.
e Elle n'est malheureusement pas suffisamment générale.

e Sitous les problemes d’optimisation linéaires peuvent toujours
s’ecrire en forme canonique,

e ... tous ne verifient pas b > 0.

E (L
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Tableau initial

Probleme en forme standard :

min ¢!
sSous contrainte

Ar = b

x > 0

Supposons (sans perte de généralité) que b > 0.
ldée :
e Reésoudre un probleme auxiliaire :
e Qui soit lié au probleme initial,
e pour lequel il est simple d’identifier un tableau initial.
e On introduit une variable auxiliaire par contrainte: y1,. .. ,ym

e On remplace la fonction de codt.

J: (L
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Probleme auxiliaire

miny; +y2+ - +ym =0"z+e"y

SOuUS contraintes
Ax + y
xr 5, Yy

AV

e Solution de base admissible : + =0,y =0b, B = 1.

e Tableau initial :

A b
—cLA|0 | —cLb

avecchb =(11---1)

e derniere ligne = somme des éléements de la colonne

correspondante, changee de signe.

e On peut résoudre ce probleme avec I'algorithme du simplexe.
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Probleme auxiliaire

Appelons
e P1 le probleme original en forme standard
e P2 le probleme auxiliaire.
e Soit zp une solution admissible de P1
e Donc, Axg =betxyg > 0.
e La solution z = z¢, y = 0 est donc aussi admissible pour P2.

Ax +y = Axg = b.

o La fonction objectif de P2 a cette solution =) . y; = 0.

e |l est impossible de trouver une meilleure valeur, car la fonction
objectif de P2 ne peut étre negative.

e Donc x = zg, y = 0 est solution optimale de P2.

J: (L
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Probleme auxiliaire

Conclusion :

e Si P1 possede une solution admissible,

e alors le cout optimal de P2 est 0.
Contraposee :

e Sile codt optimal de P2 est strictement positif,

e alors P1 ne possede pas de solution admissible.
Et donc :

e Si(z*,y*) est solution optimale de P2,

e sile colt optimal associé est 0,

e alors, y* =0

o et Ax* +y* = Ax* = b, et z* est admissible pour P1.

(L
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Exemple

minxi + ro + x3

Sous contraintes

r1 + 2x9 + 33 = 3
—x1 + 229 + 0Ox3 = 2
dro + 9x3 = 5
3rs + x4 = 1

T To r3 , x4 > 0.

) (|
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Exemple

Probleme auxiliaire :

miny; + y2 + Y3 + ya

Sous contraintes

r1 + 2x9 + 3x3 + U
—x1 + 222 + Oz3 + Y
dro + 9x3
3r3 + X4
1 2 L3 5, T4 5, Y 5, Y2

“Z TRANSP-OR
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Exemple

Ya

Y3

Y2

Y1

3/2

5/4

+00

-11

Ya

Y3

Y2

Y1

1/2

+00

1/2

+00

1/2

1

-1/2

L

ECOLE POLYTECHNI
FEDIRALE DE LAUSAMNE
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L1 L2 x3 L4 Y1 Y2 Y3 Ya

2) o -3 0 1 1 0 0 | 1 |
2 1 3 0 0 12 0 0 | 1 |4

2 0o -3 0 0 2 1 0 | 1 |1

o o0 3 1 0 0 0 1 | 1 |+
4 o0 3 -1 0 4 0 0 | -3

L1 L2 L3 L4 1 Y2 Y3 Ya

1 0 32 o0 12 -2 0 0 | 12 |+oc

0 1 94 0 14 U4 O O | 54 |59

o o0 0 0 -1 1 1 0 | 0 |4

o o () 1 o o 0o 1 | 1 |13

o o =3 -1 2 2 0 0 | -

+  ICP

- T RANSP'D E ECOLE POLYTECHMN IGLE

FEDIRALE DE LAUSAMNE

Onptimisation linéaire — n. 124/141



L1 L2 T3 L4 Y1 Y2 Y3 Ya

1 0 -3/2 0] 1/2 -1/2 0 0] 1/2 +00
0) 1 9/4 0) 1/4 1/4 0 0) 5/4 | 5/9
0) 0) 0 0) -1 -1 1 0) 0 +00
o o () 1 o o 0o 1 | 1 |13
0) 0) -3 -1 2 2 0 0) -1

T1 T2 T3 L4 Y1 Y2 Y3 Ya

1 0 0 1/2 1/2 -1/2 0 1/2 1 1

0 1 0 -3/4 1/4 1/4 0 -3/4 1/2 | x-

0 0 0 0 1 1 1 0 0 |y

0 0 1 1/3 0] 0 0 1/3 1/3 | x3

0) 0) 0 0) 2 2 0 1 0)
KgVanables en base/ (T
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Exemple

e Solution optimale du probleme auxiliaire :

(1) /g\
o) Loy

e Le colt optimal et les variables auxiliaires sont nulles.

S
I
O W N =
Nay
I

e Le vecteur z* est admissible pour le probleme de départ.

e Utilisons le tableau final du probleme P2 pour construire le
tableau initial du probleme P2.

e Mais il y a une variable auxiliaire en base.
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Preparation du tableau

e Comme y* = 0, si une variable auxiliaire est en base, la base
est dégénérée.
e On peut donc echanger cette variable avec une variable x sans
modifier la solution.
e Supposons que la kieme variable de base soit auxiliaire.
e Examinons la kieme ligne du tableau.

e Choisir I'element en colonne j de cette ligne tel que
e j soit I'indice d’'une variable du probleme original
e |'élément soit non nul.

e k sort de base. j rentre en base
e Pivotage du tableau

E (L
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Preparation du tableau

Mais... cela ne fonctionne pas toujours :

X1 X9 X3 Xy Y1 Y2 Y3 Y4

1/2 1/2 -1/2 1/2 1 T
-3/4 1/4 1/4 -3/4 1/2 | xo

OO@OH
OO@HO
OH@OO

1

1

=
oo O O

O O Ys
1/3 0) 0) 1/3 1/3 | x3
0) 2 2 1 0)

e Cela signifie que la matrice A n’est pas de rang plein.
e La ligne en question correspond a une contrainte redondante.
e Elle peut étre supprimée.

E (i
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Preparation du tableau

On élimine les variables auxiliaires de la base

e SOIt en pivotant

e SOIt en supprimant les contraintes redondantes.

Pour I'exemple, on obtient

1 i) I3 Iy

1 0 0 1/2 1
0 1 0 -3/4 1/2
0 0 1 1/3 1/3

e |l restera a calculer les co(t réduits.
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lllustration des deux phases

min 2x1 + 3xo + 3x3 + x4 — 25

r RS
SOUS contraintes
r1 + 3z
r1 + 229
—xr1 — 4dx9 + 3x3
L1 3 ) 3 X3
1 3 0 4 1
A= 1 2 0 -3 1
-1 -4 3 0O O

“Z TRANSP-OR
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Probleme auxiliaire

L1 L2 L3 L4 L5 Y1 Y2 Y3

1 3 0 4 1 1 0 0 2 2
1 2 0 -3 1 0 1 0 2 2
-1 -4 3 0 0 0 0 1 1

-1 -1 -3 -1 -2 0 0 0 -3

L1 L2 L3 L4 L5 Y1 Y2 Y3

1 3 0 4 1 1 0 0 2

0 -1 0) -/ 0 -1 1 0 0)

o 1 (& 4 1 1 0o 1|3 |1
0 2 -3 3 -1 1 0 0 -3

& . ()l
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Probleme auxiliaire

L1 L2 L3 L4 L5 Y1 Y2 Y3
1 3 0 4 1 1 0 0 2
0 -1 0 -/ 0 -1 1 0 0
o 1 (B 4 1 1 0o 1|3 |1
0 2 -3 3 -1 1 0 0 -3
L1 L2 L3 L4 L5 Y1 Y2 Y3
1 3 0 4 1 1 0 0 2 1
0 1 0 7 0 1 1 0 0 | v
0 -1/3 1 4/3 1/3 1/3 0 1/3 1 T3
0 1 0 7 0 2 0 1 o)

& . ()l
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Probleme auxiliaire

e Le colt optimal est nul.

e Solution de base admissible: z1 =2, 29 =0, 253 =1, 24 = 0,
Ty — 0.
e La variable y, est en base. Elle est échangée avec x-.
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Preparation du tableau

L1 L2 T3 L4 L5 Y1 Y2 Y3

1 3 0) 4 1 1 0) 0 2
0 @ 0 -7 0 -1 1 0 0)
0 -1/3 1 4/3 1/3 1/3 0 1/3 1
0 1 0 7 0 2 0 1 0)
L1 L2 L3 L4 L5 Y1 Y2 Y3

1 0) 0) -17 1 -2 3 0 2
0 1 0) 4 0) 1 -1 0 0)
0 0) 1 3.67 1/3 2/3 -1/3 1/3 1
0 0) 0 0) 0 1 1 1 0)
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Preparation du tableau

Supprimer les colonnes correspondant aux variables auxiliaires

X1 L2 X3 L4 T

1 0 0 -17 1 2

0 1 0 7 0 0

0 0 1 3.67 1/3 1

0 0 0 0 0 0

Calcul de la derniere ligne :
L1 ) L3 L4 T
c= 2 3 3 1 -2
1 0 0 -17 1 2
0 1 0 7 0 0
0 0 1 3.67 1/3 1
0 0 0 3 -5 -7
) .
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Deuxieme phase

X1 L2 I3 L4 Ty
1 0 0 17 (1) 2 12
0 1 0 7 0 0
0 0 1 367 13| 1 |3
0 0 0 3 5 | -7
L1 L2 X3 Ly T
1 0 0 -17 1 2
0 1 0 @ 0 0 |0
1/3 0 1 933 0 | 1/3 |004
5 0 0 82 0 3

& A
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Deuxieme phase

I X2 X3 L4 L5

1 0 0 -17 1 2

o 1 o (@) o | oo
-1/3 0 1 9.33 0 1/3 | 0.04
5 0 0 -82 0 3

L1 L2 X3 L4 L5

1 2.43 0 0 1 2 s
0 0.14 0 1 0 0 T4
-1/3 -1.33 1 0 0 1/3 | z3
5 11.71 0 0 0 3

Solution optimale : z* = (0,0,1/3,0,2), ¢l z* = 3.
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Algorithme complet du simplexe

Objectif
Trouver le minimum global d’un probleme linéaire en forme
standard.

Entr ées

e La matrice A € R™*x":
e Le vecteur b € R™;
e Le vecteur de colt c € R”.

Sorties

e Un indicateur booléen U identifiant un probleme non borné;

e Un indicateur booléen F' identifiant un probleme non
admissible;

e SiU et I'sont faux, 7™, le tableau du simplexe
correspondant a une solution de base admissible optimale.
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Algorithme complet du simplexe

Phase |

1.

2.

En multipliant certaines contraintes par -1, modifier le
probleme pour que b > 0.

Introduire les variables auxiliaires y1, .. ., y,,, et définir
:E]_ o o o :'En yl o o o ym
T() — A 1 b
—el'A 0 —el'db

ou e est le vecteur de R™ dont toutes les composantes
valent 1.

Résoudre le probleme auxiliaire en utilisant I'algorithme du
simplexe pour obtenir U, et 7.

Si Up=VRAI ou si le colt optimal du probleme auxiliaire est
non nul, alors F'=VRAI. STOP. Sinon, '=FAUX.
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Algorithme complet du simplexe

Phase | (suite)

5. Pour chaque variable auxiliaire en base:
1. Pivoter le tableau pour I'échanger avec une variable
originale.
2. Sitous les pivots potentiels sont nuls, supprimer la ligne
correspondant a cette variable en base. La contrainte
associee est redondante.

6. Lorsque gu’il n'y a plus de variables auxiliaires en base,
supprimer les colonnes du tableau correspondantes pour
obtenir le tableau 7}
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Algorithme complet du simplexe

Phase I
1. Calculer la derniére ligne de T.

[ ¢;—c¢LB~1A; sijhors base
Ty(m+1,5)=< 0 si j en base
| —cpB7D Si j=n+1.

2. Résoudre le probleme en utilisant I'algorithme du simplexe
pour obtenir U et T™.
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