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Optimisation sans contrainte : conditions d’optimalité

e Probleme :

min f(z)

e Soit z* un minimum local
e Comment caractériser z* ?
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Conditions nécessaires

Conditions nécessaires d’'optimalité  Soit 2* un minimum local d’une
fonction f : R — R.
Si f est différentiable dans un voisinage ouvert V' de x*, alors,

Vfx*)=0.

Il s’agit de la condition nécessaire du premier ordre.
Si, de plus, f est deux fois différentiable sur V', alors

V2 f(z*) est semi définie positive.

et f est localement convexe en x*.
Il s’agit de la condition nécessaire du second ordre(p. 127).
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Preuve

Premier ordre:
e Par I'absurde, supposons que V f(x*) # 0.
e Comme —V f(z*) est direction de descente,

flx* —aVf(z")) < f(z¥) VO<a<n.

e Cela contredit I'optimalité de z*.
Second ordre
e Taylor:

f(a* +ad)— f(*) = ad"V f (") + 5a*d" V2 f(a*)d-+ of[ad]?) > 0.

e Vf(z*) =0, o(||ad||?) est négligeable. Donc d*' V2 f(z*)d > 0.
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Conditions nécessaires

f(x1,29) = 100(xg — 27)* + (1 — 21)*
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Conditions nécessaires

z* = (1,1) minimum local

200z2 — 20022

4003 — 400 211 — 2
Vf(:lfl,afg) _ ( T T1To + 221 )

etVf(1,1)=0.

120022 — 400 2 —400
V21, x2) = ( 1 T2t . )

—400z4 200

et

—400 200

) . (|

. T RANSP'D E ECOLE POLYTECHMN IGLE

FEDIRALE DE LAUSAMNE

VQf(Ll)_( 802 —4()0)

Conditions d’optimalité = p. 6/25



Conditions nécessaires

e Valeurs propres positives : 0.39936 et 1001.6
e Mauvais conditionnement : 2508
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Conditions nécessaires

f(z1,20) = —2] — 25
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Conditions nécessaires

z* = (0,0) vérifie les cond. néc. d’optimalité

4.3
V(e z) = ( o )
2

et V£(0,0) = 0

— 1222 0
v? 7 _ 1
flen, @) ( 0 —12a2 )

et V2£(0,0) est semi défini positif.
(0,0) n"est pas un minimum local
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Conditions nécessaires

f(xy,x9) = 5025 — 3
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Conditions nécessaires

z* = (0,0) vérifie les cond. néc. d’optimalité

1002
Vf($1,£132) — ( 33321 )
o 2

et V£(0,0) = 0

100 0
V2 f(z1,22) =
flen, a2) < 0 —6 )

et V2£(0,0) est semi déf. pos.
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Conditions nécessaires

e Considérons la direction d = (0,1)* en (0,0).
e Avancons d’'un pas «. On obtient

(32 (2
(2)-oe(3

(0,0) n'est pas un minimum local

et
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Conditions nécessaires

e Considérons la direction d = (0, —1)* en (0,0).
e Avancons d’'un pas «. On obtient

(3)+(3)-(2)
(8)-ne(3

(0,0) est un point de selle

et
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Conditions nécessaires

Point critique
Soit f : R™ — IR une fonction différentiable.

Tout vecteur x € R™ tel que V f(x) = 0 est appelé point critique ou point

stationnaire de f

e En pratique les algorithmes cherchent les points critiques

e lIs seront concgus pour se diriger vers les minima, et pas vers

les autres points critiques
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Conditions suffisantes

Conditions suffisantes d’optimalité Soit une fonction f : R — R
deux fois différentiable dans un sous-ensemble ouvert V' de R", et soit ™ € V
qui vérifie les conditions

Vfx®)=0.

et
V2 f(z*) est définie positive.

Alors, ™ est un minimum local strict de f.(p. 132)
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Preuve

Par I'absurde...
e S’Il existe une direction de descente,
e alors Vf(z*)d < 0, ce qui contredit Vf(z*) = 0.

e Par Taylor, dI'V?f(x*)d < 0, ce qui contredit V2 f(x*) définie
positive.

= TRANSP-OR — I

ECOLE POLYTECHMN IGLE
FEDIRALE DE LAUSAMNE

Conditions d’optimalité — p. 16/25



Conditions suffisantes

1
flxy,z0) = §x% + 21 COS Ta,
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Conditions suffisantes

1

flxy,z0) = 590% + 21 COS Ta,

Utilisons les cond. d’opt. pour identifier les minima locaux
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Conditions suffisantes

—x1SInTo

TR |

Le gradient s’annule pour
(=D km)", k€ Z,
(0,% + km)!, k € Z.

ox;;

Tk
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Conditions suffisantes

v2f(951,962) — ( : em > :

—sinxTy —T1 COS o

v2f<:c;;>=<(1) 2)
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Conditions suffisantes

e z; verifie les conditions suffisantes d’optimalite pour tout &

e I, ne veérifie les conditions nécessaires d’optimalité pour aucun
k.
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Conditions suffisantes

Conditions suffisantes d’optimalité globale Soit une fonction

f : R™ — R deux fois différentiable dans R", et soit * € IR™ un minimum local
de f.

Si f est une fonction convexe, alors £* est un minimum global de f.

Si de plus f est strictement convexe, x* est 'unique minimum global de f.(p. 134)
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Preuve

e Si f est convexe, la fonction est toujours “au-dessus” de la
tangente.

e En z*, la tangente est horizontale,
e donc la fonction ne peut pas aller plus bas.

e Si f est strictement convexe, la tangente ne rencontre la
fonction qu’en z*, et tout autre point est forcément “plus haut”.
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Problemes quadratiques

Conditions d’optimalité pour les problemes quadratiques
Condidérons le probleme

1
min f(z) = =2’ Qr+g'x +c
reR™ 2

ou () est une matrice symétrique n x n, g € R etc € R.

1. Si () n’est pas semi définie positive, alors le probléme ne posséede pas de
solution, c’est-a-dire qu’il n’existe aucun = € R™ qui soit un minimum local.

2. Si (Q est définie positive, alors z* = —(Q) !¢ est 'unique minimum global.
(p. 136)
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Preuve

Proposition 2.
o Vf(z*)=Qr" +9=-QQ 'g+g=0.

o Vi(z*)=Q.
e Si () est définie positive, les conditions suffisantes s’appliquent
en x*.

Proposition 1.

e Siz* est minimum local, alors Q semi définie positive.
Contradiction.
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