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Définition du probleme

Sous contraintes

=
=2
m A

e [:R" R, n>0

o h:R" - R™ m >0

e ¢g:R" ->RP, p>0

e X C R™ ensemble convexe
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Définition du probleme

Minimum local
Appelons Y = {x € R"|h(x) = 0,9(x) < Oetz € X}
I'’ensemble des vecteurs vérifiant toutes les contraintes.
Le vecteur x* € Y est appelé minimum local s'il existe € > 0 tel
que

f(x*) < f(x) Vo € Ytelquel|x — 2| <e.

= TRANSP-OR — I

ECOLE POLYTECHMN IGLE
FEDIRALE DE LAUSAMNE

Analvse du norobleme — n. 3/72



Définition du probleme

Minimum local strict
Appelons Y = {x € R"|h(x) = 0,9(x) < Oetz € X}
I'ensemble des vecteurs vérifiant toutes les contraintes.

Le vecteur ™ € Y est appelé minimum local strict s’il existe € > 0
tel que

f(x*) < f(x) VexeY,z#x"telque ||z —2"|| < e.
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Définition du probleme

Minimum global

Appelons Y = {x € R"|h(x) = 0,9(x) < Oetz € X}

'ensemble des vecteurs vérifiant toutes les contraintes.

Le vecteur ¥ € Y est appelé minimum global si

f(x*) < f(x) Vxey.
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Définition du probleme

Minimum global strict

Appelons Y = {x € R"|h(x) = 0,9(x) < Oetz € X}

'ensemble des vecteurs vérifiant toutes les contraintes.

Le vecteur ¥ € Y est appelé minimum global strict si

f(x*) < f(x) VeeY,z#x"
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Définition du probleme

Exemple :
5! 7 11

maximum local

3
s
=
s O | 0.5 1 1.52 2 2.52 )
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Définition du probleme

Attention : min,cg~ f(x) = x N'a pas de solution

Fonction bornée inférieurement
Soit une fonction f : R®™ — R et un ensemble Y C R".

La fonction f est bornée inférieurement sur Y s'il existe un réel M

tel que

flx)>M VxeY.
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Définition du probleme

Infimum
Soit une fonction f : R®™ —— IR bornée inférieurement sur un

ensemble Y C R”. Linfimum de f sur Y est noté

inf f(y)

yey

et est tel que

inf f(y) < f(z) VreY

yey
et
VM > inf f(y),dx € Y tel que f(z) < M.

yey
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Infimum . exemple

Soit f(x) = e* et Y = R. Nous avons

inf f(y) =0.

En effet,

0= inf f(y) < f(x) =€ VxeR.

yey

Prenons M > 0 arbitraire, et x = In M /2. Alors,

f@=%<%

et la définition est vérifiée.
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Définition du probleme

Théoreme: Théoreme de Weierstrass Soit Y C R™ un sous-ensemble
fermé et non-vide de R", et

soit f : Y — IR une fonction semi-continue inférieurement en chaque point de
Y.

Alors, si Y est compact ou si f est coercitive, il existe z* € Y tel que

fla®) = inf f(y).

yey

(sans preuve - voir p. 26)
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Rappels

Semi-continuité
Soit X C R", etsoit f : X — IR une fonction a valeurs réelles.

f est dite semi-continue inférieurement en x € X si pour toute
suite () d’éléments de X convergeant vers x, on a

f(x) < liminf f(z)

k—00
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Rappel

Fonction coercitive
Soit X C R", etsoit f : X — R une fonction a valeurs réelles.

f est dite coercitive si pour toute suite (x, ), d'éléments de X telle
que ||z || — oo pour une norme quelconque, on a

k—o0
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Définition du probleme

Point intérieur
Soit Y C R™ ety € Y. On dit que y est intérieur a Y s'il existe

un voisinage de y contenu dans Y. D’'une maniére équivalente, y

est intérieur a Y s'il existe € > 0 tel que

z€Y Vztelque ||z —y| <e.

E (L

. T RANSP'D E ECOLE POLYTECHMN IGLE

FEDIRALE DE LAUSAMNE

Analvse du probleme = p. 14/72



Définition du probleme

Théoreme: Solution optimale a l'intérieur des contraintes Soit =*
un minimum local.

Si ™ est un point intérieur a 'ensemble des contraintes,

alors =™ est un minimum local du probléme sans contrainte

min f(z)

(Sans preuve - voir p. 27)
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Fonction objectif

Fonction convexe
Une fonction f : R” — R est dite convexe si,

pour tout z, y € R", on a

fOr+ 1 =Ny) <Af(z)+ (1 =XN)f(y) YAel0,1]

wx:u - NIW) {
i — | (% f(}))
% © Y =

. Az + (1 — Ny .(llﬂ.
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Fonction objectif

Fonction non convexe :

) — ICH
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Fonction objectif

Fonction strictement convexe
Une fonction f : R” — IR est dite strictement convexe si,

pour tout x,y € R™, on a

fAz+ (1= Ny) <Af(2)+(1=A)f(y) Yo #y,¥A€0,1

Fonction concave
Une fonction f : R™ — R est dite concave

si —f est une fonction convexe, c’est-a-dire si, pour tout x,y €

R™ on a

f Az + (1 =ANy) = Af(z) + (1 =A)fly) YAel01].
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Differentiabilité : ler ordre

Dérivee partielle
Soit f : R™ — R une fonction continue.

La fonction notée V; f(z) : R® — R, également notée 8£—a(f)

(]

est appelée 1éme dérivée partielle de f et est définie par

o fley, ot ) — f(a, e X, Ty
lim .
a—0 @7

Cette limite peut ne pas exister.
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Differentiabilité : ler ordre

Gradient
Soit f : R™ — IR une fonction différentiable.

La fonction notée V f(x) : R — R"™ est appelée le gradient de

f et est définie par

8x1
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Gradient . exemple

Soit f(x1,x9,x3) = €%t + 2%x3 — w12273. Le gradient de f est donné
par
e’l + 2x1x3 — xox3
Vf(xl,ZUQ,xS) — —XL1T3

ZE% — X1X2
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Dérivée directionnelle

Dérivee directionnelle
Soit f : R®™ — IR une fonction continue. Soient z € R" et

d € R".
La dérivée directionnelle de f en x dans la direction d est donnée

par

flz + ad) — f(x)

)

lim
a0 Q

si la limite existe.

De plus, lorsque le gradient existe, la dérivée directionnelle est le

produit scalaire entre le gradient de [ et la direction d, i.e.

$. T T
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Differentiabilité

Fonction difféerentiable
Soit f : R™ — R une fonction continue.

Si, pourtoutd € R"™, la dérivée directionnelle de f dans la direction
d existe,

alors la fonction f est dite différentiable.
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Dérivée directionnelle

Soit f(x1,x9,x3) = €% + 2213 — T17973, €1 SOIt

La dérivee directionnelle de f dans la direction d est

(d1 da d3)V f(x1,72,23) =
dl (eml + 2$1$3 — $25133) — dQZCliUg + dg(ZU% — $1x2>
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Dérivée directionnelle

Dérivees partielles = dérivées directionnelles dans la direction des
axes de coordonnéees

(0
e; = | 1l<t—ieme ligne
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Dérivée directionnelle

Direction de descente
Soit f : R™ — IR une fonction différentiable.

Soient x,d € R".

La direction d est une direction de descente en x si

d'Vf(z) < 0.
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Rappels

Théoreme: Taylor au premier ordre  Soit f : R™ — R une fonction
différentiable sur une sphere ouverte S centrée en x. Alors,

e pourtoutdtelquex +d € S,ona
f(z+d) = f(z) +d"Vf(z) +o(|d]).
e pourtoutdtelque x +d € 5, il existe € [0, 1] tel que
flx+d) = flx) +d"Vf(z+ad).

(sans preuve)
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Rappels

Notation de Landau o(-)
Soient f et g deux fonctions de R — R, avec f(z) # 0, Vz. La

notation de Landau g(x) = o( f(x)) signifie que

g(r)

lim =—~= = 0.
w0 f(x)
Par abus de language, on dit que g(:z:) tend vers zero plus vite que

flz).

L
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Direction de descente

Théoreme: Direction de descente Soit f : R” — IR une fonction
différentiable.

Soientz € R™ telque Vf(x) # 0etd € R™.

Si d est une direction de descente,

alors il existe n > 0 tel que

flx+ad) < f(x) VO<a<n.
De plus, pour tout 3 < 1, il existe 77 > 0 tel que
fa+ad) < f(z) + 0BV f()Td,

pour tout 0 < av < 7.(p. 36)
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Plus forte pente

Théoreme: Plus forte pente Soit f : R™ — IR une fonction différentiable.
Soientz € R™, etd* = V f(x).
Alors, pour tout d € R"™ tel que ||d|| = [|[V f(z)||, on a

dT'Vf(z) <d*'Vf(x) =Vf(2)'V),

et la direction du gradient est celle dans laquelle la fonction a la plus forte pente.
(p. 37)
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Plus forte descente

Théoreme: Plus forte descente Soit f : R — R une fonction

différentiable.
Soientz € R™, etd* = =V f(x).
Alors, pour tout d € R"™ tel que ||d|| = ||V f(z)||, on a

Vi) 'Vf(z)=d" Vi) <d'Vix).

et la direction opposée au gradient est donc celle dans laquelle la fonction a la plus
forte descente. (Immédiat - p. 38)
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Plus forte pente

Pente de $z7 + 2z, au point (1,1)7
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Plus forte descente

Pente de $z7 + 2z, au point (1,1)7
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Gradient

e Information sur la pente
e Information sur la convexité / concavité
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Convexité

Théoreme: Convexité par le gradient Soit f : X C R™ — R une
fonction différentiable sur un ensemble convexe X.
f est convexe sur X si et seulement si

fly) — f(x) > (y—2)'Vf(x), Vr,yeX.
f est strictement convexe sur X si et seulement si

fly) = f(z) > (y —2)"Vf(zx), Va,yeX.

(Sans preuve - p. 40)
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Convexité par le gradient

Interprétation geométrique : le graphe de la fonction se trouve au
dessus des hyperplans tangents

fy) = f(2) + (y —2)' Vf(z), VYo,yeR",

) .
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Fonctions deR"” — R™

Matrice gradient
Soit f : R® — R™ telle que f; : R® — R est différentiable,
pourz=1,...,m.
Dans ce cas, [ est différentiable, et la fonction V f(z) : R" —

R™*™ est appelée matrice gradient, et est définie par

[ )

Vi) = | Vfi(z) - V()

- )
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Fonctions deR"” — R™

0 f1 Ofs . Ofm
ox1 ox1 0x1
Vi(z) = : : : :
df1 Ofs .. Ofm
oz, oz, Oxy,

E — I
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Fonctions deR"” — R™

Matrice jacobienne
Soit f : R® — R™.
La fonction J(z) : R" — R™*" est appelée matrice jacobienne,

et est définie par

[(—— VA" ——)
J(x) = Vf(2)" = '

“Z TRANSP-OR
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Différentiabilité : le 2ieme ordre

e Le gradient de f est une fonction de R* — R"

e On peut donc calculer sa matrice gradient dont les
composantes sont

OVif(x) _ 0(0f(x)/0xi) _ 0°f(x)

(9213]' (9@7' N 8%1833]

e |l s’agit de la matrice des dérivées secondes de f, ou matrice
hessienne

_ ICPH
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Differentiabilité : le 2ieme ordre

Matrice Hessienne
Soit f : R™ — IR une fonction deux fois différentiable.

La fonction notée V2 f(x) : R™ — R"™*™ est appelée la matrice

hessienne ou Hessien de f et est définie par

@) P) . 9A@) )
8:6% 0x10xo 0x10xn
Pf(x)  FP*f(x) 9% f ()
VQf(.I') _ O0xo0x1 833% 0x20T
Pf) S @)
0xn0x1 Oxn 019 ox?2 )

La matrice hessienne est toujours symétrique.

(L
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Differentiabilité : le 2ieme ordre

Soit f(x1,x9,x3) = €%t + 2%x3 — w12273. Le gradient de f est donné
par
e’l + 2x1x3 — xox3
Vf<$1,$2,333) — —XL1I3

ZE% — X1X2

Le Hessien de f est donné par

el +2x3 —x3 21— I9
2
Vaf(z1,22,23) = —3 0 —I
201 — Ty —Xq 0
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Convexité par le hessien

Théoreme: Convexité par le Hessien Soit f : X C R"™ — R une
fonction deux fois différentiable sur un ensemble convexe X.

Si V2f<ZC) est semi définie positive (resp. définie positive) pour tout z dans X,
alors f est convexe (resp. strictement convexe).(Sans preuve - p. 44)
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Rappels

Matrice semi définie positive
La matrice carrée A € R"*" est dite semi définie positive lorsque

P Ar >0 Vo e R™

Si de plus A est symétrique, alors aucune de ses valeurs propres

ne sont négatives.
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Rappels

Matrice définie positive
La matrice carrée A € R™*" est dite définie positive lorsque

vPAx >0 Vr e R", xz #0.

Side plus A est symétrique, toutes ses valeurs propres sont stricte-

ment positives.
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Rappels

Théoreme: Taylor au second ordre Soit f : R™ — R une fonction deux
fois différentiable sur une sphére ouverte .S centrée en x. Alors,

e pourtoutdtelquex +d € S, ona
fla+d) = f(2) +dTV (@) + a7 () + o ld]?),
e pourtoutdtelque x +d € 5, il existe a € [0, 1] tel que
flx4+d) = f(z) +d"'Vf(z)+ %dTVZf(a: + ad)d

(sans preuve)
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Analyse directionnelle

Analysons la fonction f dans la direction d a partir de «
g:R—=>R:a~ f(x+ ad).
Regle de differentiation en chaine :
g (a) =d'Vf(x+ ad).
Notons que ¢’(0) est la derivée directionnelle. Nous avons aussi
g"(a) = d'V*f(z + ad)d.

La dérivée seconde informe sur la courbure
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Analyse directionnelle

Courbure
Soit f : R®™ — IR une fonction deux fois différentiable. Soient

x,d € R™. La quantité

dT'V2 f(2)d
dTd

représente la courbure de la fonction f en x dans la direction d.
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Linéarité

Fonction linéaire

Une fonction f : R” — R est dite linéaire si elle s’écrit

ou ¢ € R™ est un vecteur constant, i.e. indépendant de x.

Une fonction f : R” — IR™ est linéaire si chacune de ses com-

f(x)

n

= CTSC = E C;x;,

1=1

posantes f; : R" — R, 7 =1,...,m, estlinéaire.

Dans ce cas, elle peut s’écrire

4Aﬁ@ﬁfﬁﬁ est une matrice de constantes:

f(z)

Ax

L
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Linéarité

En optimisation, on utilise souvent le terme linéaire pour affine
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Linéarité

Fonction affine
Une fonction f : R” — R est dite affine si elle s’écrit

f(x)=clz+d,

ol ¢ € R"™ est un vecteur de constantes et d € IR.

Une fonction f : R® — IR™ est affine si chacune de ses com-
posantes f; : R" — R, 7 =1,...,m, est affine.

Dans ce cas, elle peut s’écrire

flz) = Az +0b

oA € R™*™ aest une matrice et b € R™ un vecteur.
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Linéarité

Minimiser ¢!z + d ou ¢! x est équivalent

£ — I
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Linéarité

Fonction non linéaire

Toute fonction qui n’est pas affine est dite non linéaire.

” ” | f(x) ] ecos(e_m)

H‘l | M

Il est ghportant de caractériser la non linéarité )
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Linéarité

Continuité du gradient au sens de Lipschitz
Soit f : X C R* — R™.
La matrice gradient de la fonction est continue au sens de Lipschitz

sur X s'il existe une constante M > 0 telle que, pour tout x, y €

X,ona

ol || - ||nxm est une norme sur R™*™ et || - ||,, une norme sur R™.

La constante M/ est appelée constante de Lipschitz.

(G

ECOLE POLYTECHMN IGLE
FEDIRALE DE LAUSAMNE

“# TRANSP-OR

Analvse du probleme = p. 54/72



Linéarité

e M est une borne supérieure sur la courbure de la fonction.
e Si M =0, la courbure est nulle et la fonction est linéaire.

e Cette constante est theorique, et il est tres difficile d’en obtenir
une valeur.
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Fonction quadratique

Fonction quadratique
Une fonction f : R” — R sera dite quadratique si elle peut s’écrire

1
flx) = §xTQaz +g'z+c

ol () est une matrice symétrique n X n, g € R™ et ¢ € R. Nous

avons

Vi) =Qz+getVf(z)=Q.
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Fonction quadratique

e L’hypothese (Q symeétrique n’est pas restrictive. En effet,

Qe =" Qimir;=) Y %(Qz’j + Qji) iz

i=1 j=1 i=1 j=i

e Soit Q' telle que Q}; = Q; = £(Qs; + Qji).

o Ainsi, 27 Qx = 27 Q’z avec Q' symétrique.

E . (|

. T RANSP'D E ECOLE POLYTECHMN IGLE

FEDIRALE DE LAUSAMNE

Analvse du probléeme = p. 57/72



Conditionnement et préconditionnement

Nombre de conditionnement
Soit A € R™*"™ une matrice symétrique non singuliére.

Le nombre de conditionnement de A est

k(A) = [|AJIIAT].
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Conditionnement et préconditionnement

Nombre de conditionnement (suite)
Si la norme matricielle utilisée est la norme 2, nous avons

_ o
ra(A) = [|All2] Al = —,

n

oll 01 est la plus grande valeur singuliére de A, et g, la plus petite.
Par extension, nous considérerons que le nombre de condition-
nement d’'une matrice singuliere est 4.

Si A est symétrique définie positive, les valeurs singuliéres de A

sont ses valeurs propres.
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Conditionnement et préconditionnement

e Soit f:R" — R
e Soitxz ¢ R"
e Supposons VZf(x) définie positive

e Soient \; sa plus grande valeur propre, et d, le vecteur propre
associe.

e Comme Ad; = \{dy, hous avons

d¥ Ad;

A = .
T,

e )\; . courbure de f dans la direction d;
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Conditionnement et préconditionnement

Théoreme: Rayleigh-Ritz Soit A € R™*"™ une matrice réelle symétrique.
Soit A1 la plus grande valeur propre de A et \,, la plus petite. Alors,

xl Ax
A1 = max ——=—,
x#0 XX
et
xl Ax
Ap, = min .
x#A0 XX

(sans preuve)
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Conditionnement et préconditionnement

Interprétation geomeétrique
e )\; plus grande courbure de f en x
e )\, plus petite courbure de f en z

e Nombre de conditionnement : rapport entre la plus grande et la
plus petite des courbures parmi les directions partant de z.

e Siproche de 1, fonction bien conditionnée
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Conditionnement et préconditionnement

ma\ \\‘\‘
22\ \\\ \\ \\\
\\\ W \\\\\\\\‘ D

N (G

- T EAN SP'D E ECOLE POLYTECHMN IGLE

FEDIRALE DE LAUSAMNE

Analvse du probleme — p. 63/72



Conditionnement et préconditionnement
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Conditionnement et préeconditionnement
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Conditionnement et préconditionnement

B
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Conditionnement et préconditionnement

e Soit
fz1,22) = 227 + 925

e Nombre de conditionnement = 9/2, Vx, car

sz(wh@) — ( ;1 108 ) :

e Appliquons maintenant le changement de variable
T} R T
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Conditionnement et préconditionnement

e Changement de variable
L1 o
L2 B

f(x/hx/Q) = 571 + SL2

O N
@‘& -
N——
R
S
N——

e Nous obtenons

dont le Hessien est la matrice identité, et le nombre de
conditionnement est 1, pour tout (=}, z5).
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Conditionnement et préconditionnement

Changement de variable
Soit x € R™. Soit M € R™ ™ une matrice inversible.

Le changement de variable est I'application linéaire définie par M

et transformant z en £’ = Mx.

e Soit f(x) et un changement de variables x' = Mx
e Nous obtenons

i) = fa—ta)
Vi) = M IVf(M—1ia)
V2f(z) = MTV2f(M 'z \M~!.

(L

“Z TRANSP-OR

ECOLE POLYTECHMN IGLE
FEDIRALE DE LAUSAMNE

Analvse du probléeme — p. 69/72



Conditionnement et préconditionnement

e Conditionnement de f en z’= conditionnement de
M—Tva(M—lx/)M—l

e Objecitif : choisir M tel gue ce conditionnement soit le plus
proche possible de 1
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Conditionnement et préconditionnement

Preconditionnement
Soit f : R™ — R une fonction deux fois différentiable, et soit un

vecteur x € R".

Le préconditionnement de f en x revient a définir un changement
de variable ' = M et une fonction f(z') = f(M~'z'), tels
que le conditionnement de f en M x soit meilleur que le condition-

nement de f en .
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Résume

e Définition du probleme
e Minimum local — minimum global.
e EXxistence d'une solution : Welerstrass.

e Gradient = déerivée du premier ordre
e Informe sur la pente de la fonction.
e Informe sur la convexité de la fonction.
e Concept de direction de descente.

e Matrice hessienne = derivée du second ordre
e Informe sur la courbure de la fonction.
e Informe sur la convexité de la fonction.
e Propriétés geométrigues
e Linearité - non linéarité (Lipschitz).
e Conditionnement.
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