
EPFLENAC INTER TRANSP-ORProf. M. Bierlaire OPTIMISATION IGM/EL/CGC/SC/INAutomne 2011/2012Corrigé 2Problème 1Soient les variables de déision suivantes :
• x1 le nombre de baladeurs MP3 ave radio assemblés par semaine ;
• x2 le nombre de baladeurs MP3 sans radio assemblés par semaine.Pierre travaille 2400 minutes par semaine et Paul 1920. On a don les deux ontraintes detemps suivantes :

7x1 + 4x2 ≤ 2400,

5x1 + 5x2 ≤ 1920.Sahant que l'entreprise dispose de 250 antenne par semaine, on ne peut fabriquer plus de 250baladeurs ave radio par semaine :
x1 ≤ 250.Sahant que 1025 vis sont disponibles par semaine et qu'il faut plaer 2 vis sur les baladeurs averadio et 3 sur eux sans radio, on exprime la ontrainte ainsi :

2x1 + 3x2 ≤ 1025.De plus, le nombre de baladeurs ne peut être que positif :
x1, x2 ≥ 0.A�n de maximiser la prime attribuée aux ouvriers, il faut que le plus petit nombre des types debaladeurs assemblés soit le plus grand possible. La fontion objetif à maximiser est don
min{x1, x2}.En réapitulant, on obtient le programme mathématique suivant :

Maximiser z = min{x1, x2}
s.c. 7x1 + 4x2 ≤ 2400

5x1 + 5x2 ≤ 1920
x1 ≤ 250

2x1 + 3x2 ≤ 1025
x1 , x2 ≥ 0A�n de linéariser la fontion objetif, on introduit une variable t telle que :

t ≤ x1,

t ≤ x2,

t ≥ 0.Le programme mathématique sous forme linéaire devient alors :1



Maximiser z = t

s.c. 7x1 + 4x2 ≤ 2400
5x1 + 5x2 ≤ 1920
x1 ≤ 250

2x1 + 3x2 ≤ 1025
−x1 + t ≤ 0

− x2 + t ≤ 0
x1 , x2 , t ≥ 0Problème 2Première formulationSoit les variables de déision :

x1 = le nombre de tonnes d'abriots ahetées haque jour par l'usine
x2 = le nombre de tonnes de fraises ahetées haque jour par l'usineLe programme linéaire à résoudre est don

Maximiser z = 2200x1 + 1075x2
s.c. 5

3
x1 ≤ 15

5

4
x2 ≤ 10

1

3
x1 + 1

8
x2 ≤ 2

x1, x2 ≥ 0Deuxième formulationSoit les variables de déision :
x1 = la quantité de gelée d'abriots produite en tonnes
x2 = la quantité de gelée de fraises produite en tonnesLe programme linéaire à résoudre est don :

Max z = 1650x1 + 8600

3
x2s.. 5
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x1 ≤ 15
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x2 ≤ 10

1
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x1 + 1

3
x2 ≤ 2

x1 , x2 ≥ 0Troisième formulationSoit les variables de déision :
x1 = tonnes de mélange traitées par la mahine A
x2 = tonnes de mélange traitées par la mahine BLe programme linéaire à résoudre est don :

Max z = 1320x1 + 860x2s.. x1 ≤ 15
x2 ≤ 10

0.2x1 + 0.1x2 ≤ 2
x1 , x2 ≥ 02



Problème 3Soient les variables de déision xij représentant le nombre de kilos de fromage provenant de lalaiterie i et transportés hez le lient j ave i = 1, 2, 3 et j = 1, 2.Le programme linéaire que doit résoudre le fromager s'énone sous la forme du problème deminimisation suivant :
Minimiser z = 24x11 + 8x12 + 21x21 + 16x22 + 37x31 + 17x32
s.c. x11 + x21 + x31 = 25

x12 + + x22 + x32 = 30
x11 + x12 ≤ 10

x21 + x22 ≤ 20
x31 + x32 ≤ 40

x11 , x12 , x21 , x22 , x31 , x32 ≥ 0Problème 4a) y : R 7→ R : y(x) = 1− x2 est onave:
λy(x1) + (1− λ)y(x2) = 1− λx2

1
− (1− λ)x2

2

y(λx1 + (1− λ)x2) = 1− λ2x2
1
− (1− λ)2x2

2
− 2λ(1− λ)x1x2En soustrayant es deux équations et en fatorisant:

y(λx1 + (1− λ)x2)− λy(x1)− (1− λ)y(x2) = λ(1− λ)(x1 − x2)
2 ≥ 0Ce dont on déduit que y est onave.b) y : R 7→ R : y(x) = x2 − 1 est onvexe:

λy(x1) + (1− λ)y(x2) = λx2
1
+ (1− λ)x2

2
− 1

y(λx1 + (1− λ)x2) = λ2x2
1
+ (1− λ)2x2

2
+ 2λ(1 − λ)x1x2 − 1En soustrayant es deux équations et en fatorisant:

y(λx1 + (1− λ)x2)− λy(x1)− (1− λ)y(x2) = −λ(1− λ)(x1 − x2)
2 ≤ 0Ce dont on déduit que y est onvexe.) La fontion z : R2 7→ R : z(x, y) =

√

x2 + y2 est onvexe. Il su�t de remarquer que z(x, y) = ‖(x, y)‖2où ‖ . ‖2 est la norme eulidienne sur R2. Don, d'après l'inégalité triangulaire et d'aprèsl'homogéneité de la norme pour les salaires positifs:
z(λ(x1, y1) + (1− λ)(x2, y2)) ≤ λz(x1, y1) + (1− λ)z(x2, y2)
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Problème 5La fontion q(x) est deux fois ontinûment di�érentiable ave ∇q(x) = Qx+ b et ∇2q(x) = Q.A�n que q(x) admette un minimum strit, notons-le x∗, les onditions suivantes doivent êtrevéri�ées :
1. ∇q(x∗) = 0
2. ∇2q(x∗) doit être dé�nie positive1. ∇q(x) = Qx + b ⇒ x∗ est unique ar Qx + b = 0 admet une solution unique donnée par

x∗ = −Q−1b. Remarquons que Q−1 existe puisque Q est dé�nie positive.2. ∇2q(x) = Q est dé�nie positive par hypothèse. En partiulier, ∇2q(x∗) est dé�nie positive.
1.
2.

}

⇒ x∗ est le minimum global strit de q sur Rn.Problème 6(a) L'unique minimum de f sur R3 est :
x∗ = −Q−1b = (x∗1 x∗2 x∗3)

T =





−1
−1

5

− 1

25



(b) La diretion de la plus forte pente pour f en x0 est par dé�nition :
d0 = −∇f(x0) =





−1
−1
−1



Problème 7a)
f(a) = 0 , f(b) = 104 , ∇f(a) = (0, 0)T , ∇f(b) = (396, 200)Tb)

∇f(a) = 0 ⇒ a peut être un point extreme.
∇f(b) 6= 0 ⇒ b ne peut pas être un point extreme.)

d = (2,−1)T =⇒ ∇f(b) · d = 592 > 0Ca veut dire que d est une diretion de asente pas de desente en b.Problème 8(a) La fontion f est deux fois dérivable sur R2. Son gradient s'érit :
{

∂f
∂x

= 4x(x2 − 4)
∂f
∂y

= 2yPar onséquent, ∂f
∂x

= ∂f
∂y

= 0 ⇔ (x, y) ∈ {(−2, 0), (0, 0), (2, 0)}. Pour haun de es points, déter-minons s'il s'agit d'un minimum loal, d'un maximum loal ou d'un point qui n'est ni l'un nil'autre. Pour ela, nous alulons la matrie Hessienne :4



(

∂2f
∂x2

∂2f
∂x∂y

∂2f
∂x∂y

∂2f
∂y2

)

=

(

4(3x2 − 4) 0
0 2

)

• en (−2, 0), la matrie Hessienne vaut :
(

32 0
0 2

)Cette matrie étant dé�nie positive, (−2, 0) est un minimum loal de f .
• en (0, 0), la matrie Hessienne vaut :

(

−16 0
0 2

)Cette matrie ayant une valeur propre négative et une valeur propre positive, le point (0, 0)orrespond à un point de selle de f .
• en (2, 0), la matrie Hessienne vaut :

(

32 0
0 2

)Cette matrie étant dé�nie positive, (2, 0) est un minimum loal de f .Comme f(−2, 0) = f(2, 0) = 0 et que f est à valeurs positives, on en déduit que f atteint deuxminima globaux en (−2, 0) et en (2, 0).(b) Le point (0, 0) orrespond à un point de selle.Problème 9
• Le point x0 ne véri�e pas la ondition néessaire d'optimalité du premier ordre, à savoir

∇f(x) = 0. Ce point n'est don pas un minimum loal de f .
• Pour qu'une diretion d = (d1, d2)

T soit une diretion de desente pour f en x0, il faut quela ondition suivante soit véri�ée :
∇f(x0)

T d < 0Cela peut s'érire :
−d1 + d2 < 0 ou enore d2 < d1Par exemple, d =

(

1
−1

) est une diretion de desente. Cela orrespond à la diretion dela plus forte pente d = −∇f(x0).Problème 10La fontion f n'a auun minimum loal sur R2.Otober 3, 2011 � mth/iva 5


