Définition du probleme

SOus contraintes

=
=2
m A

e [:R" R, n>0

o h:R" - R™ m >0

e ¢g:R" ->RP, p>0

e X C R™ ensemble convexe
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Définition du probleme

Point admissible
Soit le probléme d’optimisation ci-dessus. Un point z € R"™ est dit admissible
s’il vérifie toutes les contraintes.
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Analyse des contraintes

e Contraintes actives

e Indépendance linéaire des contraintes
e Directions admissibles

e Elimination des contraintes
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Contraintes actives

S.C.

Solution: z* =0
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min x
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—10

— I

ECOLE ‘|'T
FED IFL'.



Contraintes actives

-10 -5 0
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Contraintes actives

.9 min x
glEIIIRgCC rER
S.C. S.C.
r o= 4 g1(r) = r—4
v o= —10 g2(x) = —x—10
x* = 0
g(z*) = —-4<0
gg(ZE*) = —10<0

Les deux contraintes sont inactives

IA A

.
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Contraintes actives

S.C.

Solution: z* =1
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Contraintes actives

G - ICPH
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Contraintes actives

S.C.

“Z TRANSP-OR

min x
zeR
S.C.
gi(r) = z—4
g2(x) = 1—=x
r* = 1
g(z*) = =-3<0
g2(z*) = 0

g1 est inactive, g, est active

IA A

.
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Contraintes actives

Contraintes actives
Soient g : R — R et h : R® — IR. Une contrainte d’'inégalité

g(z) <0
est dite active en ™ si

g(z*) =0,
et inactive en ™ si

g(z") <0

.
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Contraintes actives

Contraintes actives (suite)
Par extension, une contrainte d’égalité

'ensemble des indices des contraintes actives en x* sera généralement noté

A(z*).
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Contraintes actives

Contraintes actives Soit un vecteur * € R™. Soit le probléme
d’optimisation P,
min f(x)
reR™
Sous contraintes
g(z) <0,
reY CR"

avec g : R" — R"™ et Y est un sous-ensemble de R".

(suite)

.
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Contraintes actives

Contraintes actives (suite)  Siz* est admissible, c’est-a-dire g(x*) < 0,
etsi A(x*) C {1,...,p} estl'ensemble des indices des contraintes actives en

x*, c’'est-a-dire
A(x™) = {i|gi(z™) = 0},

nous considérons le probleme d’optimisation P suivant

min f(z)

sSous contraintes
gi(x) =0, 1€ A(x™),

reY CR".

Alors, ™ est un minimum local de P si et seulement si x* est un minimum local

de PQ.
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Contraintes actives

e On peut ignorer les contraintes inactives a la solution

e On peut considérer les contraintes actives a la solution comme
des contraintes d’egalité
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Indépendance linéaire des contraintes

e Analyse des contraintes tres complexe

e Neécessité de définir des hypotheses qui
e évitent les cas pathologiques,
e restent genérales en pratique.

e Cas linéaire : simple et intuitif

e Cas non linéaire : plus complexe
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Contraintes linéaires

min f(x)

SOus contraintes

7
AN
8
I
S

8
'V
o

Systeme linéaire:
e incompatible, Az tel que Ax = b;
e sous-détermine, un nombre infini de z tels que Ax = b
e non singulier, 3 x unique qui vérifie Ax = b.
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Contraintes linéaires

min f(x)

SOus contraintes

7
AN
8
I
S

8
'V
o

Systeme linéaire:
e incompatible, Az tel que Ax = b;
e sous-déterminé, un nombre infini de z tels que Ax = b
e non singulier, 3 x unique qui vérifie Ax = b.
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Contraintes linéaires

Contraintes redondantes Soit un systéme compatible de contraintes
d’égalité linéaires Ax = b, avec A € R™*"™ m < n.
Si le rang de A est déficient, c’est-a-dire rang(A) = r < m,

alors il existe une matrice A € R™*™ de rang plein (i.e. rang(}i) = 7r), composée
exclusivement de lignes ¢4, ..., ¢, de A telle que

Ay = b < Ax = b.

ou b est composées des éléments /1, ..., /¢, de b.

(p. 63)
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Contraintes linéaires

|
—_

x1—|—x2—|—x3

r1—2o+xy = 1

r1 —oxrg —2x3+3x4 = 1
c’'est-a-dire
1 1 1 0 1
A= 1 -1 0 1 b= 1
1 -5 -2 3 1

e Systeme compatible :(2/3,0,1/3,1/3)
e rang(A) =2
e Combinaison linéaire : a3 = —2a; + 3as

.
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Contraintes linéaires

e On peut supprimer la contrainte 3

e Le systeme

est équivalent a

“Z TRANSP-OR

331—|—332—|—333 —

1 — T2 + 24

I —|-332—|—5173
T1— T+ T4
I —52132 —233‘3—|—3£E4

.
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Contraintes linéaires

e On peut toujours supposer que des contraintes linéaires sont
lineéairement indépendantes.

e Sice n'estpas le cas, il y a des contraintes redondantes.
e |l suffit de les supprimer.
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Contraintes non linéaires

h(x) =0

Linéarisation autour de z* (Taylor ler ordre)
h(zT) +Vh(z™) (2 —2T)=0

Oou encore

Vh(z™) 'z = Vh(z") 2t — h(a™).

avec Vh(z™) € R"*™, ou encore
Ax =b

avec A = Vh(z)l etb=Vh(z")Tz™ — h(z™).

.
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Contraintes non linéaires

Les gradients des contraintes d’egalité jouent un role similaire aux
lignes de la matrice A

Indépendance linéaire des contraintes

Soit le probléme d’optimisation min, g~ f(z) sous contraintes h(x) = 0 et
g(x) <0, et soit un point admissible .

Nous dirons que la condition d’indépendance linéaire des contraintes est véri-
fite en = si les gradients des contraintes d’égalité et les gradients des con-
traintes d'inégalité actives en = sont linéairement indépendants.

Par abus de langage, nous dirons parfois simplement que les contraintes sont
linéairement indépendantes
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Contraintes non linéaires

Soit un probléeme d’optimisation dans R? avec la contrainte
d’'inégalité
g(z) =af + (v2 = 1) =1 <0

et la contrainte d’égalité
h(z) = x5 — 27 = 0.

Nous avons

. (|
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Contraintes non linéaires
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Directions admissibles

Direction admissible
Soit le probléme général d’optimisation, et soit un point x € R™ admissible.

Une direction d sera dite admissible en x s'il existe n > 0 tel que = + ad soit
admissible pour tout 0 < a < 7).

Direction admissible dans un convexe Soit X un ensemble convexe, et

soientx,y € X,y # x.
La direction d = y — x est une direction admissible en z et, de plus

r + ad = x + a(y — x) est admissible pour tout 0 < o < 1.

(par définition)
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Directions admissibles

Directions admissibles : cas linéaire Soit le probléme d’optimisation
min f(x) sous contraintes Az = b etz > 0, et soit un point admissible .
Une direction d est admissible si et seulement si

1. Ad =0, et
2. dZZOSij_IO

(p. 69)
Attention : la généralisation aux contraintes non linéaires est compliquée

Interpretons ce résultat en termes de gradients...
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Directions admissibles

Contraintes d’egalité
hi(x)=alxz—b;=0 i=1,...,m.
Premiere condition du théoreme
a; d =0 ouencore Vh;(z)'d=0 i=1,...,m.
Contraintes d’'inégalité
gi(z) = —2;(< 0) etdonc Vg;(z)'d = —d;.

Seconde condition du théoreme Si la contrainte g;(x) est active en
z+, alors Vg;(z1)1'd <0
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Directions admissibles

Malheureusement, la généralisation de ces résultats au cas non

linéaire est non triviale.
Notons que le gradient des contraintes pointe toujours vers

I'extérieur
Exemple:

et donc

) . (|
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Directions admissibles

2
/

A
Y

I " — I
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Directions admissibles

Directions admissibles : une contrainte d’inégalité Soit
g : R™ — R une fonction différentiable, et soit z7 € R™ tel que g(z™) < 0.

1. Silacontrainte g(2) < 0 est inactive en 2, alors toute direction est
admissible en .

2. Sila contrainte est active en 7, et que Vg(z™) 5 0, alors une direction d
est admissible en z si

Vg(zT)d < 0.

(p. 72)
Important : la condition 2 est suffisante mais pas nécessaire

Dans le cas linéaire, on a < au lieu de <
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Directions admissibles

Que se passe-t-il si Vg(z™)1'd = 0.

e Soit le gradient est nul.

e Soit d est tangent a la contrainte.
Taylor:

g™ +ad) = glz™) + ad’ Vg(z™) + o(a||d||) = o(a).

Rien ne garanti que o(«a) < 0.

Cependant, on peut rendre ce point “aussi peu non admissible” que
désiré en choisissant un « suffisamment petit.

Il faudra donc utiliser des suites et passer a la limite.
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Directions admissibles

Contrainte d’égalité:

On peut écrire

0

0.

Si T est admissible, ces deux contraintes d’inégalité sont actives.
Cependant, aucune direction d ne peut verifier

Vh(ztH)'d<0et —Vh(z")'d <0

On a vu plus haut qu’il fallait utiliser des suites...
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Suites admissibles

Suites admissibles
Considérons le probleme d’optimisation ming,cr~ f(z) s.c. h(x) = 0,
g(x) <0etx € X, etunpointz™ € R™ admissible.
Une suite (7 )ken, avec zp € R™ pour tout k est appelée suite admissible
en T siles conditions suivantes sont vérifiées:
1. limg oo T = T,

2. il existe kg tel que xj, est admissible pour tout k& > kg,

3. x3, # x T pour tout k.

Lensemble des suites admissibles en 2 est noté S, (x™).
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Suites admissibles

Considérons, dans R?, la contrainte
h(z) = x] — x5 = 0,

et le point admissible =+ = (0,0)”. La suite définie par

(1)

vérifie les trois conditions de la définition et appartient donc a
Sa(x™).

?E|+—\ =
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Suites admissibles

-1 -0.5 0 0.5

7y l(l’ﬂ.

“# TRANSP-OR fcore rouyTic

LIFL'.




Suites admissibles

Considérons une suite (zy); admissible en =T, et relions chaque =™
a chaque xy,
Nous obtenons des directions. En les normalisant, nous avons

T —x T
dy,

e =t

Nous notons
d= lim dk

k— 0o
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Suites admissibles

dq
g h(z) =29 — 25 =0
do

ds3

// d
rt = =
-1 -0.5 0 0.5 1

) - (Il
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Suites admissibles

Attention : le passage a la limite ne peut pas toujours se faire
Exemple:

h(z) = x] — x5 = 0,

et le point admissible z* = (0,0)%". Suite admissible :

(="
Tl — ]f
k2

[

I .
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Suites admissibles

dq
3
s
ds
dy
& 7
-1 -0.5 0) 0.5 1
) P
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Directions admissibles

Direction admissible a la limite
Considérons le probléme d’optimisation ming,cg» f(x) s.c. h(zx) = 0,
g(x) < 0etx € X, etunpointz™ € R™ admissible.
Soit (21 ) xen Une suite admissible en ™.

La direction d # 0 est une direction admissible a la limite en =™ pour la suite
(k) ren s'il existe une sous-suite (g, );cn telle que
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Directions admissibles

e Toute direction admissible est aussi une direction admissible a
la limite

e Pour le montrer, considérer la suite admissible

1
d

xk::c“LJrE

e Le concept de direction admissible est plus intuitif que celui
basé sur Vhi(z)!ld

e Mais il n’est pas utilisable en pratique
e Heureusement, les deux sont lies.
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Cone des directions

CoOne des directions
Soit mingecrn f(z) s.c. h(z) =0, g(x) < Oetx € X, etunpointz™ €
R™ admissible.
’ensemble constitué des directions d telles que

d'Vgi(xt) <0, Vi=1,...,ptelque g;(z) =0,

et

et de tous leurs multiples, c’est-a-dire

{ad|a > 0 et d vérifie les deux conditions ci-dessus}

est appelé cone des directions en x ™ et est noté D(z ™).
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Cone des directions

Directions admissibles a la limite  Considérons le probléme
d’optimisation min,cgr~ f(x) s.c. h(x) =0, g(x) < 0etz € X et un point

xt € R™ admissible.

Toute direction admissible & la limite en =" appartient au cdne des directions en
_|_

T,

(p. 78)
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Cone des directions
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Cone des directions

e On sait que toute direction admissible a la limite est dans le
cone des directions

e Linverse n’est pas toujours vrai
e Or, le cOne de directions est plus pratique a manipuler

e NOUS nous intéresserons aux cas ou le cone des directions est
exactement I'ensemble des directions admissibles a la limite.

e On dira dans ce cas que les contraintes sont qualifiées.
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Qualification des contraintes

Qualification des contraintes
Soit un probléme d’optimisation min, g~ f(z) s.c. h(x) = 0, g(x) < 0 et
x € X, et soit un point admissible 2.
La condition de qualification des contraintes est vérifiée si tout élément du
cone des directions en 2" est une direction admissible & la limite en .
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Qualification des contraintes

e Siles contraintes sont linéaires, alors la qualification des
contraintes est vérifiée en tout point admissible.

e Siles contraintes sont linéairement indépendantes en z*, alors
la qualification des contraintes est vérifiée en z .
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Qualification des contraintes

e S’il existe un vecteur d € R” tel que
1. Vh;(z")I'd =0, pourtouti=1,...,m,
2. Vgi(zt)Td < 0pourtouti=1,...,ptelque g;(z™) =0
et que les contraintes d’egalité sont linéairement

iIndépendantes en z 1, alors la qualification des contraintes est
vérifiée en o .
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Qualification des contraintes

e S’il n'y a pas de contrainte d’égalite, que les fonctions g; sont
convexes, et qu’il existe un vecteur x~ tel que

gi(x™) < 0 pourtouti=1,...,ptel que g;(z") =0,

alors la qualification des contraintes est vérifiée en z ™.
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Qualification des contraintes

En général, on supposera que la qualification des contraintes est
vérifiée
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Elimination des contraintes

min f(x1,x2,x3,24) = x% + sin(xg3 — x2) + x4 + 1
SOUS contraintes
r1 +xo +£IZ3 = 1

r1 —To9 +Ta

|
 —

Nous pouvons réécrire les contraintes :

r3 = 1—331—5132

rg = 1—x1+ 22
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Elimination des contraintes

On obtient un probleme en z; et x5 :

min f(x1,x2) = x% +sin(—x1 — 222+ 1) — 21 + 22 + 2

sans contrainte.

E .

. T RANSP'D E ECOLE POLYTECHMN IGLE

FEDIRALE DE LAUSAMNE




Elimination des contraintes

e Soit les contraintes Az = b, avec A € R™*™ de rang plein.

e Soient m colonnes linéairement indépendantes de A
correspondant aux variables que I'on désire éliminer.

e Appliguons une permutation P € R**™ des colonnes de A de
telle maniere qu’il s’agisse des m premieres colonnes.

AP = (B N) avec B € R™*™ N ¢ Rmx(n=m)
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Elimination des contraintes

e On peut écrire

Ax :AP(PTZE) = Bxg+ Nxny =0

—
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LAUSANKE
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Elimination des contraintes

Comme B est carrée et non singuliere

rp =B '(b— Nxy).

o= (1)

sous contraintes (Az =)Bxzpg + Nxny = b,
est equivalent au probleme sans contrainte

min f (P < B_l(bm_ Nzy) >> :

J: . (|
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Elimination des contraintes

min f (21,22, 23, T4) = =5 +sin(x3 — o) + 24 + 1
Sous contraintes
r1 +xo +£IZ3 = 1

r1 —To +T4

|
—_

Eliminons z5 et x4, donc

(0 0 1 0)
s | 0001
100 0
L0 10 0
I: P
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Elimination des contraintes

1 0
0 1

1

AP = (B|N) = ( 1

() B Naw)
()

1—:131—$2
l—21 + 29

“Z TRANSP-OR
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Elimination des contraintes

Dans le cas non linéaire, attention !
min f(x1,22) = 22 + 25 S. C. (x1 — 1)° = 23
€T
Solution: (1,0). Eliminons 2

min f(a) = 23 + (21 - 1)°.

T

f n’est pas borné inférieurement
Contrainte implicite : z; —1 >0

.
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Elimination des contraintes

3 | .
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Elimination des contraintes

20 . . . . .
10
0
-10
5 20
o

-30

-40

-50

-60 ! ! !
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