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Newton locale

e Conditions nécessaires d’optimalite
Vf(z)=0

e |l s’agit d’'un systeme d’équations non linéaires.
e Appliquons la méthode de Newton pour les équations.
e \oir Bierlaire (2006), chapitre 7 pour rappel.
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Equation a une inconnue

Résoudre

avec

Théoreme de Taylor

F(r+d) = F(x)+dF'(x)+o(|d])
= % —2+2zd+ o(|d|)
= 2+4d+ o(|d]).
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Equation a une inconnue

Ilgnorons le terme d’erreur pour obtenir un modele :
m(x +d) =2+ 4d.
En posant x = z + d, nous obtenons

m(x) =2+ 4(x — 2) = 4x — 6.
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Equation a une inconnue
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Equation a une inconnue

1.9 1.95 > 2.05 2 1
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Equation a une inconnue

Modele linéaire d’une fonction a une variable
Soit F' : R — IR une fonction différentiable.
Le modéle linéaire de F' en T est une fonction mz; : R — R définie par

mz(z) = F(Z) + (x — 2)F'().
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Equation a une inconnue

Algorithme :
1. Calculer le modele linéaire en z :

F(x)+ (z —2)F'(7) =0,
2. Calculer saracine =+

F(2)
F(z)

T =7 —

3. Siz™ n'est pas une racine du probleme de départ, considérer
xT comme nouvelle approximation, et recommencer.
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Equation a une inconnue

Critere d’arrét :
e Enthéorie F(z1) = 0.
e En pratique, arithmétique finie.
e On définit une précision ¢, et la condition est

[F(z)| <e.
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Rappel : Méthode de Newton — une variable

Objectif
Trouver une approximation de la solution de I'équation

F(x)=0.

Input

e Lafonction F: R — R;

e La dérivée de la fonction F/ : R — R;

e Une premiere approximation de la solution zy € R;
e La précision demandée ¢ € R, £ > 0.
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Rappel : Méthode de Newton — une variable

Output
Une approximation de la solution z* € R

Initialisation

k=20

Itérations
1. LTk+1 = Tk — F(afk)/F/(xk)s
2. k=Fk+1.

Critere d’arrét
Si |F(z)| <e, alors z* = zy,.

(P

S T EAN SP'D R ECOLE POLYTECHMN IOLUT

FEDIRALE DE LAUSAMNE

Méthode de Newton — p. 11/41



Rappel : Méthode de Newton — n variables

Objectif
Trouver une approximation de la solution du systeme
d’équations
F(x)=0.
Input

e Lafonction F : R" — R";

e La matrice jacobienne de la fonction J : R® — R™"*";
e Une premiere approximation de la solution xy € R™;
e La précision demandée c € R, ¢ > 0.

Output
Une approximation de la solution z* € R"
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Rappel : Méthode de Newton — n variables

Initialisation
k=20

Itérations
1. Calculer dy solution de J(xzy)dgi1 = —F(x).

2. Tpp1 = T + dp41.
3. k=k+1.

Critere d’arrét
Si||F(xk)| < e, alors z* = zy,.
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Rappel: Méthode de Newton — n variables

Convergence de la méethode de Newton — n variables Soit un
ensemble convexe ouvert X C R", et une fonction F' : X — R"™.

Supposons qu'il existe x* € X, une boule B(x* 1) centrée en x* de rayonr, et
une constante p > 0 tels que F'(z*) = 0, B(z*,r) C X, J(z*) est inversible,

1T (") 7| <

Y

1
I
et J est continue au sens de Lipschitz sur B(x*,r), la constante de Lipschitz

étant M .

(suite...)
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Rappel: Méthode de Newton — n variables

Convergence de la méthode de Newton — . variables (suite)
Alors, il existe n > 0 tel que si

xo € B(z™,n),
alors la suite (x1,) définie par
Try1 = xp — J(xp) P F(xr) kE=0,1,...
est bien définie et converge vers x™*. De plus,

M
|1 — 2" < —[lox — 271"

(p. 204)
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Rappel: Méthode de Newton

Performance de la méthode de Newton
e Sila fonction n'est pas trop non-linéaire;
e Sila dérivée de f a la solution n'est pas trop proche de 0;
e Sizy N'est pas trop éloigné de la racine;
e Alors la méthode de Newton converge tres vite vers la solution.
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Algorithme : Newton locale

Objectif
Trouver une approximation de la solution du systeme

Vf(x)=0.

Input

e Le gradient de la fonction Vf : R* — R";

e Le hessien de la fonction VZf : R™ — R"*";

e Une premiere approximation de la solution xy € R™;
e La précision demandée ¢ € R, ¢ > 0.
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Algorithme : Newton locale

Output
Une approximation de la solution z* € R”

Initialisation
k=20
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Algorithme : Newton locale

Itérations

1. Calculer d;; solution de V2f(zy)dpi1 = —Vf(z1),
2. Tpi1 = Tp + dpg1,
3. k=k+1.

Critere d’arrét
Si |V f(xk)| < e, alors z* = zy.
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Newton locale

Mémes propriétés que pour les équations
1. convergence ¢-quadratique dans les conditions favorables

2. divergence possible si le point de départ est trop €loigné de la
solution,

3. méthode non définie si V2 f(x;) n’est pas inversible.

Inconvénient supplémentaire :
iIncapacité a distinguer minimum, maximum et point de selle
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Newton locale

, 1
min f(x1,x2) = §x% + 1 cos X2,

L2

A

ECOLE ‘|'T
FED IFL'.

“# TRANSP-OR

Méthode de Newton — p. 21/41



Newton locale

, 1
min f(x1,x2) = 5:1:% + 1 cos X2,

Point de départ 2o = (1 1)1". Convergence rapide.
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Newton locale

Solution:
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Newton locale

Solution:
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Newton locale

e Méthode rapide mais peu fiable

e Interprétation géométrique
e Equations : modéle linéaire a chaque itération
e Optimisation : modéle quadratique
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Newton locale

Modele quadratique d’une fonction

Soit f : R™ — IR une fonction deux fois différentiable.
Le modéle quadratique de f en T est une fonction mz : R™ — R définie par

ma(e) = (@) + (@~ DV@) + 5@~ DV @)x - 7).

ot 'V f(Z) est le gradient de f enT et V2 f(T) est la matrice hessienne de
fent.
En posantd = x — x, on obtient la formulation équivalente:

mz(T +d) = f(@)+d' V(@) + %dTVQ f(@)d.
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Newton locale

minmg(z) = (@) + (2~ H)TVI@) + 5@~ DTV @) - 7)

T

Condition suffisante d’optimalité (premier ordre)
Vmz (T +d) = V@) +Vf(2)d=0
c'est-a-dire
d=-Vf(z)"'Vf(2),

ou encore
=2V f(@) V@),
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Newton locale

Condition suffisante d’optimalité (second ordre)
V2 f(7) définie positive

Lorsque la matrice hessienne de la fonction est définie positive
en zx, une itération de la méthode de Newton locale revient a
minimiser le modele quadratique de la fonction en z, et ainsi
définir

T+l = argming cpn My, (T).
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Algorithme : Modele quadratique

Objectif
Trouver une approximation de la solution du systeme

Vf(z) = 0. (1)

Input

e Le gradient de la fonction Vf : R* — R";

e Le hessien de la fonction VZf : R™ — R"*";

e Une premiere approximation de la solution xy € R™;
e La précision demandée ¢ € R, ¢ > 0.
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Algorithme : Modele quadratique

Output
Une approximation de la solution z* € R”

Initialisation
k=20
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Algorithme : Modele quadratique

Itérations

1. Construire le modele quadratique
~ ~ N 1 ~
mz(T +d) = f(@) +d' V(@) + idTV2 f(@)d,
2. Calculer

dr11 = argming mz(T + d)

3. Tht1 = Tk + dis1,
4. k£ =k + 1.

Critere d’arrét
Si |V f(xk)| < e, alors z* = zy,.
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Algorithme : Modele quadratique

Attention : si VZf(x;) n’est pas définie positive,...

40 .
20
f(xlaxQ) 0
-20
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Algorithme : Modele quadratique

Attention : si V?f(x;) n’est pas définie positive, le modéle n’est pas
borné inférieurement

40 .
20
mwo (ZC17 xQ) O

-20

676 4 2 0
Dans ce cas, I'algorithme ne peut étre appliqué.

_ I

- T EAN SP'D E ECOLE POLYTECHMN IGLE

FEDIRALE DE LAUSAMNE

Méthode de Newton — p. 33/41



Modele quadratique

-10

f(z)

— g%+ 1223 — 472° + 60z.

ms(z) = Tx? — 48z + 81
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Modele quadratique

f(x) = —x* +122° — 472% + 60.
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Modele quadratique

x* + 1223 — 472% + 60z.
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Modele quadratique

f(x) = —x* +122° — 472% + 60.
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Modele quadratique

-10

x* + 1223 — 472% + 60z.

ms(x) = —172* 4 160z — 375.
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Modele quadratique

f(x) = —x* +122° — 472% + 60.

ms(x) = —172* 4 160z — 375.
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Modele quadratique

Point de Newton
Soit f : R™ — R une fonction deux fois différentiable, et soit x},
Le point de Newton de f en ;. est le point

TN =Tk +dN
ou dp est solution du systéeme d’équations
V2f(xk)dN = —Vf(:vk)

Ce systeme est souvent appele équations de Newton.

c R™.
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Modele quadratique

Point de Cauchy

Soit f : R™ — IR une fonction deux fois différentiable, et soit xj, € R™.
Le point de Cauchy de f en x;. est le point x ¢ qui minimise le modéle quadra-
tique de f dans la direction de la plus forte descente, c’est-a-dire

ro =z —acV f(xg)

ou
Qg = argmin, cp+ Me, (zr — aV f(zr))
ou encore
o Vf(xr)"Vf(x)
Vf(@e) V2 f (1) V f(2r)
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