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Probléme 1
On calcule le gradient :
2x1 4+ 220
\V4 =
o= (5.
le Hessien :
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et son inverse :
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On s’apergoit que I'on a :
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Ainsi, quel que soit (¥ € R2, on a

Ainsi, en une itération et indépendamment du point de départ z(©), la méthode de Newton
converge vers le minimum de la fonction. On peut montrer que cette propriété est vérifiée pour
toute fonction quadratique définie positive.

Probléme 2

a) Le gradient et la matrice hessienne de f sont :

Vi) = <x1> Vo € R

9$2

Vif(z) — <(1) 8) Va e R

Le pas de I'algorithme de la plus forte pente est donné par :

Tpi1 = @ —< V(@) "V f (k)
k+1 k Vi(xp)TV2f(xr)Vf(xk)

() - (e (o).

On obtient les valeurs suivantes données par ’algorithme :
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b) Le gradient et la matrice hessienne de g sont :

Vg(z) = ( ;2 ) Va € R?

Vig(z) = <(2) g) Vx € R?

Le pas de I’algorithme de la plus forte pente est donné par :

Vel V() )
Thrn = B <Vg<wk>Tv2g<xk>Vg<wk>>Vg( 2
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On obtient les valeurs suivantes données par I’algorithme :
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On voit que x| = x,.

On constate que si la fonction & optimiser est bien conditionnée ’algorithme de la plus
forte pente converge en une itération. Notons que ceci arrive trés rarement en pratique.
¢) On passe d’'une itération a l'autre avec I'algorithme de Newton de la maniére suivante :
Tpr1 — T+ Sk

avec

Vif(xp)se = —Vf(xk)

On obtient les valeurs suivantes données par ’algorithme :

k:‘ Tk Sk f(zy)
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On constate que x1 = x.

On voit donc que pour une fonction quadratique définie positive, I'algorithme de Newton
converge en une seule itération.

Probléme 3



a)

b)

c)

4z3 + 214
2.7}2

Vf(z)= < > Vz cR?

d. est une direction de descente, car :
-3
Vi(x)d.=(6 2 )( 1 ) =-20<0

Pour chacun des a, vérifions les conditions (1) et (2).

e «y vérifie la condition (2) mais pas la condition (1)

(1) f(—2’0):20$1:3+0-1'1-(6 2)(:?)

(2) (-26 O)<:?>=1082—10:O.5-(6 2)<:i’>

e v vérifie la condition (1) mais pas la condition (2)
(1) £(0.7,0.9) = 1.54 < 2.8 = 3+0.1-0.1 - (—20)

(2) (2772 1.8) < :i13 > =-10.116 2 -10=05-( 6 2 )( :i13 )
e o3 vérifie les deux conditions

(1) £(—0.5,0.5) = 0.5625 < 2 =3+0.1-0.5 - (—20)

@) (15 1)<j>=3.52—10:0.5-(6 2)<:?)

Remarque :

e «; se trouve a droite de la région admissible des « possibles.
® a9 se trouve & gauche de la région admissible des « possibles.

e a3 se trouve dans la région admissible des « possibles.

Probléme 4

(1)

(2)

Aucune recherche linéaire n’est effectuée. En se déplacant d’un pas complet le long de la
direction de la plus forte pente en xy, rien ne garantit que 'on a f(zr11) < f(xk) !

La direction de recherche dj, est constante et ne fait pas intervenir d’informations sur f !
On n’a donc pas la garantie que dj constitue une direction de descente en xj pour une
fonction f quelconque.

La direction de recherche dj est la direction de la plus forte préconditionnée par une
matrice diagonale définie positive et constitue donc bien une direction de descente. La
recherche linéaire inexacte d’Armijo est bien définie et il existe des pas a qui remplissent
cette condition.

La direction de recherche est la direction de Newton modifiée de facon & obtenir une direc-
tion de descente. En effet, la définition du poids que I'on met sur la diagonale de la matrice
hessienne garantit la définie positivité de la matrice perturbée. Une recherche linéaire ex-
acte est utilisée pour déterminer le déplacement le long de la direction de recherche.

D’une part, la suite des directions de recherche {dy}ren tend vers 0 | D’autre part, le
paramétre 3 étant choisi & 1 dans la condition d’Armijo, il n’est pas possible de trouver un
pas « remplissant cette condition !



(6) La récurrence de cette méthode est telle que la direction de recherche prise est finalement
—dy,, ce qui représente I’'opposé de la direction de la plus forte pente et constitue donc une
direction de montée !
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