EPFL RECHERCHE
ENAC INTER TRANSP-OR OPERATIONNELLE
Prof. M. Bierlaire GC/SIE

Automne 2013

Corrigé 2

Probléme 1
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b) Vf(a) =0 = a peut étre un point extreme.
V f(b) # 0 = b ne peut pas étre un point extreme.
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Ca veut dire que d est une direction de ascente pas de descente en b.

Probléme 2

(a) La fonction f est deux fois dérivable sur R?. Son gradient s’écrit :

0
% =4z (22 — 4)
87%2 = 21'2

of _ of

Par conséquent, 52— = 5.~ =0 & (z1,22) € {(=2,0),(0,0),(2,0)}. Pour chacun de ces points,
déterminons s’il s’agit d’un minimum local, d’'un maximum local ou d’un point qui n’est ni 'un
ni 'autre. Pour cela, nous calculons la matrice Hessienne :
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e cn (—2,0), la matrice Hessienne vaut :
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Cette matrice étant définie positive, (—2,0) est un minimum local de f.

(0" 2)

Cette matrice ayant une valeur propre négative et une valeur propre positive, le point (0, 0)
correspond a un point de selle de f.
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Cette matrice étant définie positive, (2,0) est un minimum local de f.

e en (0,0), la matrice Hessienne vaut :

e en (2,0), la matrice Hessienne vaut :

Comme f(—2,0) = f(2,0) =0 et que f est & valeurs positives, on en déduit que f atteint deux
minima globaux en (—2,0) et en (2,0).

(b) La fonction f est deux fois dérivable sur R%. Son gradient s’écrit :

?sz = —221(1 + 2(x2 — 23))
2
Jzz 2(xy — 1)
Par conséquent, (%fl = 6871; =0< x; = x9 = 0. Déterminons si (0,0) est un minimum local, un
maximum local ou un point qui n’est ni 'un ni Pautre.

Pour cela, nous calculons la matrice Hessienne :
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En (0,0), la matrice Hessienne vaut :
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Cette matrice ayant une valeur propre négative et une valeur propre positive, le point (0,0)
correspond & un point de selle.

Probléme 3

Considérons un parallélépipede P. Notons respectivement x, y et z sa longueur, sa largeur et sa
hauteur. La surface de P g’écrit alors :

S =2xy+zz+yz)



Or, P a un volume unité donc zyz = 1. Ceci impose que x et y soient non nuls, ce qui permet
d’éliminer z dans I’expression de S :

Sz, y) =2( 4—1 +—1)
€T = €T —_ —_
Y Yy z y

Le probléme revient donc & minimiser la fonction de deux variables S(x, y) sur ’ensemble z,y > 0.
Cherchons les points en lesquels V.S =0 :
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VS =0 implique donc z =y = 1. Si S posséde un minimum local, il ne peut donc étre qu’en
x =y = 1. A présent, nous allons déterminer si S admet un minimum local en ce point. Pour cela
nous allons utiliser la condition suffisante d’optimalité du second ordre. La matrice Hessienne de

Sen (1,1) est:
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C’est une matrice symétrique définie positive, ce qui prouve que nous avons bien un minimum
local de S en (1,1). S admet donc un seul minimum local en (1,1). Puisque S est continue et
qu’elle tend vers +oo lorsque (z,y) tend vers la frontiére du domaine admissible, ce minimum
local est un minimum global.

Le parallélépipéde de volume unité a une surface minimale lorsque :

r=y=z=1

Probléme 4

~y: R R:y(x) =1— 22 est concave :
Ay(@1) + (L= Ny(z2) = 1 — Azt — (1 — A)z3
yAz1 + (1= N)z2) =1 - A222 — (1 — N)2%22 — 20(1 — N)z1190

En soustrayant ces deux équations et en factorisant :
y(Az1 + (1= Nz2) = My(z1) — (1= Ny(z2) = A1 = A)(z1 —22)> > 0

Ce dont on déduit que y est concave.

Probléme 5

(a) La matrice hessienne de f est donnée par Q pout tout x € R3. Q étant une matrice diagonale
avec des éléments diagonaux strictement positifs, on en conclut qu’elle est définie positive et
que, par conséquent, f est strictement convexe sur R3.

L’unique minimum de f sur R? est donc donné par la solution unique du systéme d’équations
Qx = —b qui peut se réécrire comme suit :

r1 = —1

5$2 =1

2bx3 = —1
On trouve alors :



x] =—1
x5 = —%1
T3 = —5
L’unique minimum de f sur R? est donc :
-1
v as e’ = | -4
25
(b) Le gradient de f est donné par :
r1+1
V()= bz2+1 Vz € R?
25x3 +1

La direction de la plus forte pente pour f en z¥ est par définition :

~1
d=-vVfa") =] -1
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Probléme 6
— Le gradient de la fonction est donné par :

211 — mg — 2 + "1 %2
Ve a) = < G TR

Au point z¢g = (0 0), on trouve donc :

V£(0,0) = ( *11 )

Le point xy ne vérifie pas la condition nécessaire d’optimalité du premier ordre, a savoir
Vf(x) = 0. Ce point n’est donc pas un minimum local de f.

— Pour qu’une direction d = (dy,ds)” soit une direction de descente pour f en xg, il faut que la
condition suivante soit vérifiée :

Vf(zo)Td <0

Cela peut s’écrire :

—di + dy < 0 ou encore dy < dq

plus forte pente d = —V f(xg).

1 o o
Par exemple, d = 1 ) est une direction de descente. Cela correspond a la direction de la

Probléme 7
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(2,2) n’est pas un minimum car Vf(2,2) = < 294 )



(—=1,1) est un minimum car Vf(—1,1) = < 8 > et Vf3(—1,1) = < g 2 > est définie
positive.

_ 0 ) 4 0 .
(0, —1) est un maximum car Vf(0,—1) = 0 et Vf2(0,-1) = 6 est définie
négative.

e (2)

z1 =10 — (V2f(2,2)) 7'V f(2,2) = ( 2

xg =x1 — (V2f(21)) 'V f(21) = ( 1(1);; ) '

La méthode n’est pas applicable aux autres points car V f(z,y) est nul en ces points.
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Probléme 8

On calcule le gradient :

2x1 + 4xo
2 2
H(zg) = < 9 4 )

_ 1 —1/2

1 _

A (k) = < ~1/2  1/2 >
On s’apercoit que 'on a :

vt = (L, ) G i) = () =

Ainsi, quel que soit 3 € R?, on a

Y f () = <2"”1 * 2“),

le Hessien :

et son inverse :

Tpt1 = Tk — H_l(mk)Vf(mk) =T — Tk = (0, O)

Ainsi, en une itération et indépendamment du point de départ g, la méthode de Newton converge
vers le minimum de la fonction. On peut montrer que cette propriété est vérifiée pour toute
fonction quadratique définie positive.



