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haque usine par un sommet et les trajets possibles entre deux usinespar un ar
 :
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ai −bjPour la donnée de notre problème, on obtient la modélisation suivante :
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b) Soient les variables xij = le nombre de piè
es qui vont de i à j, pour i ∈ {1, 2} et j

∈ {1, 2, 3}. On peut alors é
rire le problème de la manière suivante :
Min z = 7x11 + 8x12 + 2x13 + 5x21 + 1x22 + 3x23s.
. x11 + x12 + x13 = 10

x21 + x22 + x23 = 12
x11 + x21 = 6

x12 + x22 = 9
x13 + x23 = 7

x11 , x12 , x13 , x21 , x22 , x23 ≥ 0Problème 2Pour modéliser 
e problème 
omme un problème de transbordement, on va représenter 
haquejournaliste par un sommet numéroté de 1 à 4 et 
haque destination par B, pour Burundi, L pourLiberia et T pour T
hét
hénie. Chaque sommet journaliste a une o�re de 1 et 
haque sommetdestination une demande de 1. Comme la somme des demandes doit être égale à la somme deso�res, et que l'on a 4 journalistes et uniquement 3 destinations, on ajoute une sommet maison Mpour y a�e
ter le journaliste qui ne partira pas en reportage. Les 
oûts des ar
s 
orrespondent àla prime de risque demandée par les journalistes pour les di�érentes destinations. S'ils ne partentpas, ils ne gagent rien. En résolvant le problème de transbordement à 
oût minimum dans legraphe 
i-dessous, on saura 
omment a�e
ter les journalistes aux di�érents pays.1
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Problème 3Les divergen
es pour 
haque noeud du graphe sont les suivantes : y1 = 0, y2 = −4, y3 = 4 et
y4 = 0.Comme les divergen
es ne sont pas toutes nulles, le ve
teur de �ot dans le réseau ne 
orrespondpas à une 
ir
ulation.Problème 4a) Il s'agit de trouver le plus 
ourt 
hemin au sens du prix à payer de Genève à Sto
kholm.Comme le fait de passer par une ville suppose que l'on doit y rester une nuit, il faut ajouterle prix de l'h�tel 
orrespondant à 
haque ar
 sortant d'une ville es
ale. Le nouveau graphedevient : Hamburg HelsinkiBerlin Sto
kholmGenève Amsterdam OsloLondres Edimbourg

140 450190270 290680
360 800120 310 720 640

150 170300 240 220
Les poids des ar
s étant tous positifs on applique l'algorithme de Dijkstra, où G, A, B, E,Ha, He, L, O et S sont les initiales des villes :
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Itér. imin Étiquette λi/ prédé
esseur p(i) à la �n de l'itérationG A B E Ha He L O S0 0/- ∞/G ∞/- ∞/- ∞/G ∞/- ∞/G ∞/- ∞/-1 G 0/- 300/G ∞/- ∞/- 540/A ∞/- 360/G 1100/A ∞/-2 A 300/G ∞/- 480/L 540/A ∞/- 360/G 1100/A ∞/-3 L ∞/- 480/L 540/A ∞/- 360/G 1100/A ∞/-4 E 680/Ha 480/L 540/A 690/Ha 1100/A 1120/E5 Ha 680/Ha 540/A 690/Ha 970/B 1120/E6 B 680/Ha 690/Ha 860/He 1120/E7 He 690/Ha 860/He 1080/O8 O 860/He 1080/O9 S 1080/OLe plus 
ourt 
hemin entre Genève et Sto
kholm 
oûte 1080 Frs. Le 
hemin optimal est :
Genève −→ Amsterdam −→ Hamburg −→ Helsinki −→ Oslo −→ Stockholmb) Soit c ≥ 0 le prix de la 
hambre à Edimbourg. Le nouveau graphe de travail est représenté
i-dessous où l'arbre optimal du point pré
édent est représenté en gras :Hamburg HelsinkiBerlin Sto
kholmGenève Amsterdam OsloLondres Edimbourg

450190270 290680 800220 + c

630 + c 550 + c

140 150 170300 240 220
120360Le 
hemin le plus 
ourt (i.e. le moins 
her) pour aller de Genève à Edimbourg a unelongueur de λE = 480. Comme λE + 630 + c > λO (respe
tivement λE + 220 + c > λA)

∀c ≥ 0, le plus 
ourt 
hemin entre Genève et Oslo (respe
tivement Amsterdam) ne serapas modi�é. Par 
ontre, on 
onstate que λE + 550 + c = 1030 + c ≤ λO = 1080 si c ≤ 50.La solution a
tuelle n'est don
 plus optimale pour c < 50. Comme 1030 + c est de toutefaçon plus grand que 
ha
un des λi ex
epté pour Sto
kholm, on en 
on
lut que la seulemodi�
ation par rapport à la solution a
tuelle est que l'on 
hoisira d'aller à Sto
kholmdepuis Edimbourg plut�t que depuis Oslo pour autant que c ≤ 50. La solution optimaleest don
 donnée par
Genève −→ Londres −→ Edimbourg −→ Stockholmsi c ≤ 50.Problème 5a) Le déroulement de l'algorithme est résumé dans le tableau suivant :3



Itération T Etiquette (prédé
esseur) N÷ud suivant1 2 3 41 {1} 0 ∞ ∞ ∞ 12 {2,3} 0 2 (1) 1 (1) ∞ 33 {2,4} 0 2 (1) 1 (1) 2 (3) 24 {3,4} 0 2 (1) 0 (2) 2 (3) 35 {4} 0 2 (1) 0 (2) 1 (3) 46 ∅ 0 2 (1) 0 (2) 1 (3)b) En e�et, le sommet 3 est traité deux fois. Ce
i provient du fait qu'une hypothèse sur leréseau n'est pas véri�ée : le poids de l'ar
 (2, 3) est négatif. On remarque néanmoins quel'algorithme fon
tionne 
orre
tement et fournit les plus 
ourts 
hemins depuis 1.
) L'arbre 
orrespondant aux plus 
ourts 
heminx est représenté 
i-dessous :
1

2

3

4

2 1-20 2
0 1

Les étiquettes sur les noeuds représentent les plus 
ourtes distan
es du noeud 1 jusqu'aunoeud 
ourant.d) Véri�ons pour 
haque noeud si les 
onditions sont respe
tées :1. d1 = 02. d2 = 2 ≤ d1 + 2 et d2 = d1 + 23. d3 = 0 ≤ d2 − 2, d3 ≤ d1 + 1 et d3 = d2 − 24. d4 = 1 ≤ d2 + 1, d4 ≤ d3 + 1 et d4 = d3 + 1.Toutes 
es 
onditions sont véri�ées, la solution obtenue est don
 optimale.Problème 6Première possibilitéPour déterminer la voie la plus 
ourte de Genève à Saint-Gall en passant par Bâle, il faut joindrebout à bout la plus 
ourte 
haîne de Genève à Bâle et 
elle de Bâle à Saint-Gall.Comme le graphe est non orienté, il su�t de 
al
uler la voie la plus 
ourte de Bâle à tous lesautres sommets. On n'appliquera don
 qu'une fois un algorithme de plus 
ourts 
hemins.Deuxième possibilitéIl su�t de duppliquer le graphe et de joindre les 
opies par les sommets 
orrespondant à Bâle,soit par un ar
 de distan
e nulle, soit en superposant 
es deux sommets. On determine alors lavoie la plus 
ourte entre Genève et la 
opie de Saint-Gall, en n'appliquant qu'une seule fois unalgorithme de plus 
ours 
hemins. Ce 
hemin passera for
ément par Bâle et sa 
opie.May 24, 2011 � mbi/mfe 4


