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Plan du cours

e Introduction

e Analyse de la fonction objectif

e Conditions d’optimalité sans contrainte

e Reésolution d’éguations

e Optimisation sans contrainte

e Optimisation linéaire - Analyse des contraintes
e Optimisation linéaire - Algorithme du simplexe
e Introduction a la dualité
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Support de cours
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Support de cours

e Partie | Chapitres 1 & 2

e Partie | Chapitres 3.4 et3.5& 4

e Partie Il Chapitre 5

e Partie lll Chapitres 7 & 8

e Partie IV Chapitres 9, 10, 11, 13, 14, 15

E . (|

. T RANSP'D E ECOLE POLYTECHMN IGLE

FEDIRALE DE LAUSAMNE

Optimisation — n. 4/37



Introduction

Optimum
(du latin optimus, le meilleur) Etat, degré de développement de quelque chose
jugé le plus favorable au regard de circonstances données

e Pour obtenir une définition plus formelle :
Modélisation mathématique
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Introduction

Modele mathématique
Représentation mathématique d’'un phénomene physique, économique, hu-
main, etc., réalisée afin de pouvoir mieux étudier celui-ci.

1. Variables de décision : x € R",

(=)

L2
xr = . = (T1,T2,...,%p

\ @ )
2. Fonction objectif: f(x) e R
3. Contraintes: x € X C R"
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Projectile

e Un projectile est lancé verticalement a la vitesse de 50 metres
par seconde, en I'absence de vent.

e Apres combien de temps et a quelle altitude commencera-t-il a
retomber ?

Variables de décision x = nombre de secondes écoulées depuis le
depart du projectile.
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Projectile

Fonction objectif ~ altitude

9.81
flx) = —%xz + vox + 9 = —TazZ + 50z,
oug=-981,v9g=50etxyg =0

Contraintes Aucune.
Probleme d’optimisation

9.81
max — —— a2 + 50z.
rzeR 2
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Swisscom

e Positionnement d’'une antenne

e Connexion de 4 nouveaux clients

e Priorité aux meilleurs clients

e Antennes existantes : (-5,10) et (5,0)

e Interdiction de placer la nouvelle a moins de 10 km des
antennes existantes
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Swisscom

o
Client Coord. Heures
1 (510) 200
2 (10,5) 150
3 (0,12) 200
4 (12,00 300
B )
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Swisscom

min(,, .,) f(@1,22) = 2004/(x1 —5)2 + (22 — 10)2+
150~/ (z1 — 10)2 + (22 — 5)2+
200\/2% + (19 — 12)2+
300/ (71 — 12)2 + 22

SOous contraintes

10
10.

\/(ilfl -+ 5)2 + (xg — 10)2
\/(561 — 5)2 + (5132 — 10)2

AVARAVS
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Chateau Laupt-Himum

Produit du vin rosé et du vin rouge en achetant le raisin a des
producteurs locaux.

e Achat : maximum 1 tonne de pinot a 3 €/kilo.
e Vinification rosé : colt 2 € par kilo de raisin
e Vinification rouge (pinot noir) : cout 3.50< par kilo de raisin.

e Prix de vente rose : 15 €/litre moins 2 € par centaine de litres
produits.

e Prix de vente rouge : 23 €/litre moins 1€ par centaine de litres
produits.
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Chateau Laupt-Himum

Production Prix rose parl. Prix rouge par |.
100 . 13€ 22€
200 . 11€ 21€

e Comment le Chateau doit-il s’organiser pour optimiser son
gain, en sachant qu’un kilo de raisin produit 1 litre de vin ?

La démarche de modélisation se passe en trois étapes.
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Chateau Laupt-Himum

Variables de décision e x4 litres de vin rosé a produire par année,
e 1, litres de pinot noir a produire,
e 13 hombre de kilos de raisins a acheter.

Fonction objectif ~ optimisation du gain

e Gain sur le litre de rose (en €): 15 — 100 T

e Gain sur le litre de rouge (en €): 23 — 5 zo.
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Chateau Laupt-Himum

e Chiffre d’affaire

2 1
15— = 23 — — ).
21 (15 1OO$1)+QJ2( 3 100962)

e Achat du raisin : 3x3
e Vinification du rosé : 2x;
e Vinification du rouge : 3.5x5

e Frais totaux:
21 + 3.529 + 3x3.
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Chateau Laupt-Himum

e Fonction objectif:

2 1
x1(15 — ﬁxl) + 29(23 — ﬁxg) — (2x1 + 3.522 + 3x3).

Contraintes e Achat de maximum 1 tonne de raisin au vigneron,
e Limite de production

1+ 19 < 3.
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Chateau Laupt-Himum

e Contraintes triviales mais indispensables

5131207 xQZoa x320

$ .

. T RANSP'D E ECOLE POLYTECHMN IGLE

FEDIRALE DE LAUSAMNE

Optimisation — n. 17/37



Chateau Laupt-Himum

Probleme d’optimisation :

max,crs f(2) = 21(15 — 15521) + 22(23 — 15522)
—(2%1 + 3533‘2 + 3:133)

Sous contraintes

r1+x2 < I3
rz < 1000
L1,T2,T3 Z 0.
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James Bondoozr

e Mission : désamorcer une bombe nucléaire sur un yacht
e Yacht amarré a 50 metres du rivage

e James Bond se trouve a 100 metres du point le plus proche du
yacht sur la plage

e Course : 18km/h. Nage : 10km/h

e Temps de désamorcage : 30 secondes

e EXplosion dans 65 secondes

e James Bond pourra-t-il sauver le monde libre ?
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James Bondooz

50m
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James Bondoozr

min f(z) = % +0.361/50% + (100 — )2,

Sous contrainte

xr > 0
r < 100.
Note: f(0) = 40.25, f(100) = 38.
% _ ICPF
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e Indiana Jones est bloqué face a une immense salle remplie de
Pseudechis Porphyriacus, des serpents venimeux.

e La salle est longue de 10 metres et haute de 5 metres.
e |l doit passer par-dessus, mais le toit est fragile.
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e |l place I'extrémité d’une échelle sur le sol, bloquéee par un
rocher, I'appuie sur le mur, et l'utilise pour atteindre l'autre
extrémité de la salle. Arrivé la, il utilise son fouet pour
redescendre sur le sol, de l'autre coté de la salle.

e Ou doit-il placer I'extrémité de I'échelle sur le sol, pour que la
longueur de I'échelle utilisée soit la plus petite possible, et que
celle-ci risque moins de rompre sous son poids ?
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La démarche de modélisation procede en trois etapes.

Variables de décision
e 1, estla position de I'extrémité de I'echelle sur le sol,
e 1, est la hauteur de 'autre extrémité de I’échelle, a I'autre
bout de |a salle.

Fonction objectif

f(x) = /a1 + 3.
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Contraintes L'échelle s’appuie exactement sur le bord du mur de la
salle. En utilisant des triangles semblables, cette contrainte
peut s’ecrire

I h ro — h

I 1 — 14 N 14
Ou encore

L1X9 — hﬂ?l — 6332 = 0.

Les extrémités de I'échelle doivent se trouver hors de la salle

x1 > t¢etxy > h.
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Probleme d’optimisation :

min 4/ x% + 3
xeR2

sSous contraintes

L1 — hZCl — &CQ = 0
I Z 14
9 Z h.
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Geppetto

Fabricants de jouets en bois : soldats et trains
e Prix de vente : soldats 27 €, trains 21 €
e Matériel brut : soldats 10€, trains 9€
e Colts généraux : soldats 14 €, trains 10€
e Menuiserie : soldats 1h, trains 1h
e Finissage : soldats 2h, trains 1h
e Main d’'oeuvre disponible : menuiserie 80h, finissage 100h
e Maximum de 40 soldats
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Geppetto

SOus contraintes
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max f(z) = 3x1 + 22,
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Transformations du probleme

Equivalence
Deux problémes d’optimisation P; et P, sont dits équivalents si

e I'on peut construire un point admissible de P» a partir d’un point
admissible de P; (et réciproquement),

e avec la méme valeur pour la fonction objectif.

En particulier, les deux problemes ont le méme codt optimal, et on peut con-
struire une solution optimale de P> a partir d’une solution optimale de P; (et
réciproguement).
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Transformations du probleme

e Constante

argmin, ¢ y crn f(2) = argmin, ¢ xcpn (f(2) +¢) Ve eR,
et

L Juin (f(x)+c)=c+ i f(x) VeeRR.

e Minimum - Maximum

mgxf(a:) = —mxin —f(x).

min f(zr) < — max —f(x).

x

—
ECO OLYTECHNIQUE
LAUSANKE

“Z TRANSP-OR

L
FEDIRALE DE

Optimisation — n. 31/37



Transformations du probleme

e Inégalités

AVARVAN

e Variables non négatives

x:x+—x_, avecz™ >0etx > 0.
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Transformations du probleme

e Changement de variable
r=2I+a
transforme la contrainte x > a en

x > 0.
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Transformation du probleme

max —z% + siny

T,y
Sous contraintes
6x —y* > 1
r? +y? = 3
> 2
y € R

Exigences :
e Minimisation
e Variables non négatives
e Contraintes d’inégalite inférieure
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Transformations du probleme

Sous contraintes

—6(Z+2)+(y"—y)*+1 < 0
(F+2)°+ W -y )?=-3 < 0
—(Z+2)2*—-(yt—y )*+3 < 0
i > 0
yt > 0
y- =2 0
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Variables d’écart

Variable d’écart
Une variable d’écart est une variable de décision introduite dans un probleme

d’optimisation afin de transformer une contrainte d’inégalité en une contrainte
d’égalité.

I
-

g(z) +y
Y

Vv
-

g(:p)<0<:>g(x)+z2—0<:>{
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Hypotheses de travalil

Trois hypotheses dans le cadre de ce cours

e continuité opt. combinatoire
e differentiabilité opt. non différentiable
e déterminisme opt. stochastique
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